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Foreword 


高 等 师范 院 校 数学 教育 专业 开设 的 重要 基础 课程 之 中 ,几何 课程 主要 有 “解析 几何 ”、 
“高 等 几何 ”“ 微 分 几何 "等 。 大 多 数学 校 的 “高 等 几何 "课本 以 射影 几何 为 主要 内 容 , 并 由 仿 
射 几何 作为 过 渡 , 也 有 少数 简单 介绍 了 几何 基础 的 内 容 。 但 也 有 学 校 只 有 “解析 几何 "是 必 
修 课 程 ,“ 高 等 几何 ”“ 微 分 几何 ” 均 作 为 选修 课 。 这 主要 是 由 于 新 课程 的 增加 (如 : 信息 类 、 
思想 教育 类 、 新 的 实用 技术 类 等 ) 与 总 课程 的 压缩 ,使 传统 几何 课程 的 教学 学 时 不 得 不 大 大 
缩减 ; 但 另 一 方面 ,中 学 数学 对 几何 内 容 的 要 求 并 没有 降低 。 由 此 可 以 看 出 高 等 师范 数学 
教育 的 课程 设置 已 经 浇 后 于 中 学 数学 教育 。 

随 着 中 学 课程 改革 进程 的 不 断 深入 ,培养 准 教师 的 高 等 师范 教育 改革 被 推 到 了 非 改 不 
可 的 境地 。 高 等 师范 数学 课程 改革 中 ,几何 课程 内 容 与 教学 的 改革 又 是 历来 数学 教育 改革 
的 热点 及 争议 较 大 的 问题 。 本 书 一 一 《几何 学 概论 》 正 是 顺应 这 个 潮流 进行 高 等 师范 数学 教 
育 专业 几何 课程 改革 的 结果 。 同 时 ,该 书 也 是 教育 部 高 等 学 校 特色 专业 建设 点 项 目 一 一 数 
学 与 应 用 数学 一 一 教材 建设 的 成 果 之 一 。 

为 了 满足 中 学 数学 课程 改革 对 几何 课程 的 要 求 ,我 校 将 几何 发 展 史 、 几 何 基 础 与 射影 几 
何等 内 容 有 机 结合 而 设立 了 “几何 学 概论 ”这 门 课程 ,为 了 配合 教学 ,特地 编写 了 《几何 学 概 
论 ) 一 书 。 其 目的 是 使 学 生 通过 对 该 课程 的 学 习 , 能 较 全 面 地 了 解 几何 学 的 发 展 概况 ,不 同 
几何 分 支 的 研究 方法 ,理解 不 同 几何 学 的 基本 观点 及 思想 方法 ,并 用 较 高 的 观点 去 分 析 和 处 
理 中 学 几何 的 问题 。 

本 书 的 宗旨 是 借助 介绍 历史 学 习 几 何 ,通过 讨论 变换 来 研究 几何 ; 运用 “大 学 几何 ” 指 
导 “ 中 学 几何 ”。 

本 书 分 三 个 部 分 共 9 章 : 

第 一 部 分 (第 1,2 章 ) 为 几何 学 发 展 概述 ,主要 介绍 几何 学 发 展 简 史 和 非 欧 几何 的 几 种 
经 典 模型 。 学 习 该 部 分 的 目的 是 使 学 生 对 几何 学 的 发 展 有 一 个 较为 完整 的 和 全 面 的 认识 ， 
了 解 几何 学 的 常用 分 支 以 及 研究 方法 。 

第 二 部 分 (第 3 一 7 章 ) 是 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 与 射影 几何 ,主要 介绍 射影 几何 和 仿 射 几 


何 的 基础 知识 、 基 本 理论 和 基本 方法 ,希望 帮助 学 生发 展 几何 空间 概念 。 我 们 还 将 解析 几何 
中 二 次 曲线 的 一 般 理论 与 仿 射 几 何 、 射 影 几 何 放 在 一 起 ,试图 通过 对 二 次 曲线 的 度量 、 仿 射 
与 射影 分 类 及 性 质 的 对 比 ,使 学 生 明 确 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 与 射影 几何 之 间 的 内 在 联系 和 根 
本 区 别 , 更 好 地 理解 变换 群 与 几何 学 的 关系 ,为 进一步 学 好 现代 数学 打 好 基础 ,同时 也 为 中 
学 数学 教师 的 几何 教学 提供 更 多 的 方法 。 

第 三 部 分 (第 8,9 章 ) 是 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ”, 主 要 介绍 "大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ” 
的 指导 意义 ,以 及 “大 学 几何 ”方法 在 “中 学 几何 ”中 的 应 用 。 目 的 在 于 引导 学 生 用 较 高 的 观 
点 理解 “中 学 几何 ?教材 ,用 不 同 的 方法 解决 初等 几何 问题 ,从 而 培养 他 们 的 能 力 。 这 部 分 内 
容 学 生 完全 可 以 自学 。 

本 教材 由 罗 森 、 严 虹 和 雇 义 琴 编写 ,具体 分 工 为 : 教材 的 第 1,2 章 由 严 虹 执笔 ; 第 3 一 7 
章 由 罗 森 执笔 ; 第 8,9 章 由 廖 义 琴 执笔 。 由 罗 森 统 稿 。 

使 用 本 教材 时 ,我 们 有 如 下 建议 : 如 果 在 解析 几何 中 已 经 讲授 了 二 次 曲线 的 一 般 理 论 ， 
则 可 跳 过 这 部 分 内 容 , 选 讲 其 他 内 容 。 

本 书 的 取材 力求 精练 ,突出 主干 ,深入 浅 出 ,简明 易 懂 。 在 阐述 历史 时 ,充分 尊重 历史 事 
实 , 对 一 些 内 容 作 简 明 的 历史 知识 介绍 ,另外 ,对 于 重要 的 历史 人 物 以 阅读 材料 的 形式 加 以 
补充 和 充实 。 

在 本 书 编写 过 程 中 ,多 次 得 到 贵州 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 全 国 高 校 教学 名 师 
项 昭 教授 和 贵州 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 院 长 游 泰 杰 教 授 的 关心 支持 、 帮 助 和 指 
导 , 提 出 了 很 多 宝贵 意见 和 建议 。 我 们 对 项 昭 教 授 和 游 泰 杰 教授 严谨 的 学 风 和 认真 的 工作 
态度 表示 钦佩 ,并 对 他 们 为 本 书 付出 的 辛勤 劳动 表示 衷心 的 感谢 ! 还 要 感谢 清华 大 学 出 版 
社 的 领导 和 有 关 同 志 的 大 力 支持 和 辛勤 劳动 ,使 得 本 书 能 顺利 出 版 。 

由 于 时 间 仓 促 ,加 之 水 平 有 限 ,不 足 与 错误 在 所 难免 。 有 恳请 各 位 同行 及 广大 读者 提出 宝 
贵 意 见 , 以 便 改 正 。 

本 书 既 可 作为 高 等 院 校本 科 数 学 教育 专业 的 几何 教材 ,也 可 供 在 职 中 学 数学 教师 作为 
参考 读本 。 
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第 一 部 分 “几何 学 发 展 概述 


第 工 章 ， 元 何 学 发展 简 更 :esaseesseaessassseeassaspeasasearraaaeaaaearaeessaaeaasaeaaataarasaassaaesaas 


1 欧 几 里 得 与 (原本 》………… 
1.1 《原本 ;产生 的 历史 背景 


i 


让 (原本 ) 对 我 国 数学 的 影响 。 
2 解析 几何 的 诞生 … 


2.1 笛 卡 玫 和 费 马 在 创立 解析 玫 何 中 的 贡献 .ee 


2.1.1 币 卡 儿 的 主要 工作 … 
2.1.2 费 马 的 主要 工作 .pp 
2.2 解析 几何 的 发 展 ee 
2.3 解析 几何 的 重要 性 
3 从 透视 学 到 射影 几何 …… 
3.1 射影 几何 的 由 来 … 


3.2 ”射影 几何 的 发 展 nn 
3.3 平面 射影 几何 公理 体系 ee 
4 ” 非 欧 几 何 的 产生 与 非 欧 几 何 公理 体系 :ennsnrnnnnnnnnnn 
到 了 汗 院 几何 的 闯 征 逢 要 
玉 避 时 映 史 条 的 乓 卫 iemesieeee ieee 
和 3 赴 这 用人 交 这 并 恒 妆 vn 


日 录 


eContents 


5 亢 司 半 扬 谢 - 与 疾病 大 癌 蝴 :ratesaseoE 汪 和 


5.1 几何 学 的 统一 …… 


5.2 几 种 几何 学 的 比较 ee 


5.3 公理 化 思想 方法 . 
6 几何 学 的 近 现代 发 展 简介 … 


6.1 微分 几何 


入 训 ” 非 暑 岂 林 的 种 王国 灶 玛 od 


1 锐角 假设 与 罗氏 几何 … 
1.1 锐角 假设 与 双 曲 几何 ………… 
1.2 双 曲 几何 的 代表 一 一 罗氏 几何 简介 
1.3 真理 性 讨论 . 

2 钝 角 假 设 与 球面 几何 … 
2.1 钝 角 假 设 与 椭圆 几何 
2.2 椭圆 几何 的 代表 一 一 球面 几何 简介 


1 PR OR 肖 


3.1 克 莱 因 模型 - 
3.2 ” 庞 加 莱 模 型 


第 二 部 分 欧 氏 几何 \ 仿 射 几 何 与 射影 几何 


第 3 章 欧 氏 几何 与 二 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 ee 
1 直角 坐标 系 , 欧 氏 平面 ,变换 群 与 等 距 变换 和 ee 


1.1 直角 坐标 系 与 欧 氏 平面 
1.2 变换 群 …- ee 
1.2.1 映射 与 变换 的 定义 … 


1.2.2 二 维 平 面 上 的 点 变换 及 其 代数 表达 式 … 


1.2.3 映射 的 乘积 与 道 … 


1 和 对 ”变换 的 不 动 元 素 与 不 动 子 纺 。enesressnensssaastaeeaeeaanaaneaaann 


1.2.5 变换 群 的 概念 … 
1.3 ”等 距 变 换 


1 .1 符 蛤 变换 的 定义 和 代数 表述 起 :06s si 
ne 


1. 3.3 ”等 距 变 换 的 性 质 … 
2 二 次 曲线 的 度量 性 质 … 


六 议 民 平面 上 二 次 阳线 的 定义 及 要 坟 相 从 ossenniidvennniiiinis 


2.2 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 ， 


名 二 次 朋 线 的 浙 注 方 间 - 申 心 、 尖 这 纺 ne 


2.3.1 二 次 曲线 的 渐 近 方向 … 
2.3.2 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 … 
2.4 二 次 曲线 的 切线 
2.5 二 次 曲线 的 直径 Se ew 
2.5.1 二 次 曲线 的 直径 … 
2.5.2 ” 共 思 方向 与 共 力 直径 
2.6 二 次 曲线 的 主 直径 与 主 方向 
3 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 … 
3.1 平面 直角 坐标 变换 ， 


3.2 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 ppp 


弟 半 革 和 仿 明年 标 过 ,人 炉 计 平面 与 居 讲 业 入 
I 0 贡生 


1.1 平行 射影 


1.2 仿 射 坐标 系 与 仿 射 平面 … Re 
2 仿 射 变换 的 相关 问题 
2.1 仿 射 变换 的 代数 表达 起 
2.2 ”关于 仿 射 变换 的 确定 及 其 重要 定理 
2.3 仿 射 平面 上 直线 的 几 个 常用 结论 和 
2.4 几 种 重要 的 仿 射 变换 和 


2.5 仿 射 性 质 … 
练习 4… 


V 


第 5 章 ， 从 仿 射 平面 到 射影 平面 


1 


扩大 的 仿 射 平 面 


| 
当当 
1.3 
1.4 


2.1 
2.2 
2.3 


1 
3.2 


4.1 
4.2 


练习 5… 


第 6 章 射影 坐标 系 与 射影 变换 … 


1 


Ll 
1.2 


中 心 射 影 和 无 穷 远 元 素 
射影 直线 和 射影 平面 以 及 它们 的 性 质 
射影 平面 的 拓扑 模型 … 


国 肪 岳 全 全 
Se a 
9 
Eo Dg 
ee 
居 沪 衬 定 通 沪 平面 境 个 奈 双 sse 
证 
i a Ra 于 
LD cds er 
… 134 


线束 中 4 条 直线 的 交 比 … 


直线 上 的 射影 坐标 系 … 


平面 时 的 射影 坐标 系 和 pp 让 


射影 变换 ， 


| 


2.2 


射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 帕 普 斯 定理 - 
一 维 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 - nan 


加 


2.1.1 点 列 与 线束 的 透视 对 应 


2. 1,2 点 列 与 线 东 的 射影 对 应 eee 


射影 变换 … 


2.2.1 一 维 射影 变换 


情况 一 一 对 合 ee 


2.2.2 一 维 射影 变换 有 一 种 特殊 
2.2.3 二 维 射影 变换 - 


透视 对 应 及 其 相关 概念 … 


141 


8.2 三 从 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 起 oaassasneasaannaaasaeaaaasanaaesai 


3.3 帕 普 斯 定理 … 


4 变换 群 与 几何 学 的 关系 
4.1 平面 上 的 几 个 重要 变换 莉 
4.2 欧 氏 几何 与 欧 氏 群 … 


4.3” 克 莱 因 变换 群 观点 简介 … 


4.4 ”射影 几何 . 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 间 的 比较 


练习 6… 


和 三 次 间 号 的 性质 尸 Soe 
的 


.1 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 定义 … 
二 次 曲线 的 射影 定义 … 

二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 关系 … 
帕斯卡 和 布 利安 桑 定理 …… 
二 次 曲线 的 极点 与 极 线 
.6 配 极 原则 与 配 极 对 应 


wm mo 


1 
1 
1 
| 


9 三 奖 前 纺 的 前 叱 天 


2.2 二 次 曲线 的 射影 分 类 … 

3 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 . Oe 
3.1 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 的 相关 位 置 … 
= 


3.4 二 次 曲线 的 渐 近 线 … 


练习 7… 
第 三 部 分 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ” 


第 8 章 “大 学 几何 "对 “中 学 几何 "的 指导 意义 二 


1 中 学 几何 的 研究 肉 容 及 方法 ee 
1.1， 抑 祝 学 机 多 否 对 条 及 分 闫 5aaraasaaaastraeaaaaisaapaaaaaaaaaaaaaaa60 汪 交 0 
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第 一 部 分 
几何 学 发 展 概述 ” ”| 


儿 何 学 发 展 简 史 


几何 学 是 数学 中 最 古老 的 一 门 学 科 。 最 初 的 几何 知识 是 从 人 们 对 形 的 直觉 中 萌发 出 来 
的 。 史 前 人 大 概 首 先是 从 自然 界 本 身 提 取 几 何 形式 ,并 且 在 器 严 制作 、 建 筑 设计 及 绘画 装饰 
中 加 以 再 现 。 图 1-1 所 示 图 片 显示 了 早期 人 类 的 几何 兴趣 ,不 止 是 对 圆 、 三 角形 、 正 方形 等 
一 系列 几何 形状 的 认识 ,而 且 还 有 对 全 等 .相似 \ 对 称 等 几何 性 质 的 运用 。 


古 埃 及 时 期 陶器 西安 半 坡 陶器 
图 1-1 


根据 古 希 腊 学 者 希 罗 多 德 的 研究 .几何 学 起 源 于 古 埃 及 尼罗河 泛滥 后 为 整修 土地 而 产 
生 的 测量 法 , 它 的 外 国语 名 称 geometry 就 是 由 geo( 土 地 ) 与 metry( 测 量 ) 组 成 的 。 古 埃及 
有 专门 人 员 负 责 测 量 事务 .这 些 人 被 称 为 “ 司 强 *”。 古 代 印 度 几何 学 的 起 源 则 与 宗教 实践 密 
切 相关 ,公元 前 8 世纪 至 公元 前 5 世纪 形成 的 所 谓 “ 强 法 经 ,就 是 关于 祭坛 与 寺庙 建造 中 的 
几何 问题 及 求解 法 则 的 记载 。 中 国 最 早 的 数学 经 典 ( 周 佣 算 经 ) 事 实 上 是 一 部 讨论 西周 初 年 
天 文 测量 中 所 用 数学 方法 的 著作 ,其 中 第 一 章 叙 述 了 西周 开国 时 期 ( 约 公元 前 1000 年 ) 周 公 


毁 旦 同 商 高 的 问答 ,讨论 用 矩 测量 的 方法 ,得 出 了 著名 的 勾 股 定理 ,并 举 出 了 ” 勾 三 \、 股 四 、 弦 
五 ”的 例子 。 

古 希 腊 数学 家 泰勒 斯 曾经 利用 两 三 角形 的 等 同性 质 ,做 了 间接 的 测量 工作 ; 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 则 以 勾 股 定理 等 著名 。 在 埃及 产生 的 几何 学 传 到 希腊 ,然后 逐步 发 展 起 来 而 变 为 理 
论 的 数学 。 哲 学 家 柏拉图 (公元 前 429 年 一 前 348 年 ) 对 几何 学 做 了 深奥 的 探讨 ,确立 起 今 
天 几何 学 中 的 定义 、 公 设 、 公 理 、 定 理 等 概念 ,而 且 树 立 了 哲学 与 数学 中 的 分 析 法 与 综合 法 的 
概念 。 此 外 ,梅内 克 缪 斯 ( 约 公元 前 340 年 ) 已 经 有 了 圆锥 曲线 的 概念 。 


1 欧 几 里 得 与 (原本 》 


1.1 《原本 ) 产 生 的 历史 背景 


欧 几 里 得 的 4 原本 ?是 一 部 划时代 的 著作 。 其 伟大 的 历史 意义 在 于 它 是 用 公理 法 建立 
起 演绎 体系 的 最 时 典范 。 它 的 出 现 不 是 偶然 的 ,在 它 之 前 ,已 有 许多 希腊 学 者 做 了 大 量 的 前 
了 驱 工 作 。 从 泰勒 斯 算 起 ,已 有 三 百 多 年 的 历史 。 泰 勒 斯 是 希腊 第 一 个 哲学 学 派 一 一 伊 奥 尼 
亚 学 派 的 创建 者 。 他 力图 摆脱 宗教 ,从 自然 现象 去 寻找 真理 ,对 一 切 科 学 问题 不 仅 回答 “ 怎 
么 样 ?还 要 回答 "为 什么 这 样 ?他 对 数学 的 最 大 贡献 是 开始 了 命题 的 证 明 ,为 建立 几何 的 演 
绎 体系 迈 出 了 可 贵 的 第 一 步 。 

接着 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,用 数 来 解释 一 切 ,将 数学 从 具体 的 事物 中 抽象 出 来 ,建立 自己 
的 理论 体系 。 他 们 发 现 了 勾 股 定理 ,不 可 通 约 量 ,并 知道 五 种 正 多 面体 的 存在 ,这 些 后 来 都 
成 为 (原本 》 的 重要 内 容 。 这 个 学 派 的 另 一 特点 是 将 算术 和 几何 紧密 联系 起 来 ,为 (原本 ) 中 
算术 几何 化 提供 了 线索 。 

和 希 波 战争 以 后 ,雅典 成 为 人 文 荟萃 的 中 心 。 雅 典 的 巧 辩 学 派 提 出 几何 作 图 的 三 大 问题 ， 
四 三 等 分 角 ; 回信 立方 体 一 一 求 作 一 立方 体 ,使 其 体积 等 于 已 知 立方 体 体积 的 两 倍 ; 加 化 
圆 为 方 一 一 求 作 一 正方 形 , 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 。 问 题 的 难处 是 作 图 只 许 用 直 尺 (没有 刻 
度 , 只 能 画 直 线 的 尺 ) 和 圆规 。 和 希腊 人 的 兴趣 并 不 在 于 图 形 的 实际 作出 ,而 是 在 尺 规 的 限制 
下 从 理论 上 去 解决 这 些 问 题 。 这 是 几何 学 从 实际 应 用 向 演绎 体系 靠拢 的 又 一 步 。 作 图 只 能 
用 尺 规 的 限制 最 先是 伊 诺 皮 迪 斯 提出 的 ,后 来 4 原本 》 用 公设 的 形式 规定 下 来 ,于 是 成 为 希腊 
几何 的 金 科 玉 律 。 

巧 辩 学 派 的 安 提 丰 为 了 解决 化 圆 为 方 问题 ,提出 颇 有 价值 的 “穷竭 法 ”, 孕 育 着 近代 极限 
论 的 思想 。 后 来 经 过 欧 多 克 斯 的 改进 ,使 其 严格 化 ,成 为 (原本 》 中 的 重要 证 明 方 法 。 埃 利 亚 


@ “原本 ”的 希腊 文 原意 是 指 一 学 科 中 具有 广泛 应 用 的 最 重要 的 定理 。1606 年 ,中 国学 者 徐光启 与 意大利 传教 士 
利 玛 窦 合作 完成 了 欧 几 里 得 的 (原本 ) 前 6 卷 的 中 文 翻译 ,并 于 翌年 正式 刊刻 出 版 ,定名 (几何 原本 》, 中 文 数学 名 词 “ 几 
何 ” 由 此 而 来 。 清 代 李 善 兰 与 传教 士 伟 烈 亚 力 合 译 后 面部 分 成 中 文 ,于 1856 年 完成 。 


学 派 的 芝 诺 提出 四 个 著名 的 悖 论 : 迫 使 哲学 家 和 数学 家 深入 思考 无 穷 的 问题 。 无 穷 历来 是 
争论 的 焦点 ,在 6 原本》 中 , 欧 几 里 得 实际 上 是 回避 了 这 一 矛盾 。 例 如 第 9 卷 20 命题 说 :“ 素 
数 的 个 数 比 任意 给 定 的 素数 都 多 。 ”而 不 用 我 们 现在 更 简单 的 说 法 : 素数 无 穷 多 。 只 说 直线 
是 可 任意 延长 而 不 是 无 限 长 。 


原子 论 学 派 的 德 并 克利 特 用 原子 法 得 到 的 结论 : 锥 体 体积 是 同 底 等 高 柱 体 的 于 ,后 来 


也 是 (原本 ) 中 的 重要 命题 。 

柏拉图 学 派 的 思想 对 欧 几 里 得 无 疑 产生 过 深刻 的 影响 , 欧 几 里 得 早年 大 概 就 是 这 个 学 
派 的 成 员 。 柏 拉 图 非常 重视 数学 ,特别 强调 数学 在 训练 智力 方面 的 作用 ,而 忽视 其 实用 价 
值 。 他 主动 通过 几何 的 学 习 培 养 馆 辑 思维 能 力 ,因而 几何 能 给 人 以 强烈 的 直观 印象 ,将 抽象 
的 逻辑 规律 体现 在 具体 的 图 形 之 中 。 这 个 学 派 的 重要 人 物 欧 多 克 斯 创立 了 比例 论 , 用 公理 
法 建立 理论 ,使 得 比例 也 适用 于 不 可 通 约 量 。( 原 本 ) 第 5 卷 比例 论 大 部 分 采 自 欧 多 克 斯 的 
工作 。 

柏拉图 的 门徒 亚 里 士 多 德 是 形式 逻辑 的 奠基 者 ,他 的 逻辑 思想 为 日 后 将 几何 整理 在 严 
密 的 体系 之 中 创造 了 必要 的 条 件 。 

到 公元 前 4 世纪 ,希腊 几何 学 已 经 积累 了 大 量 的 知识 ,多 辑 理论 也 渐 至 成 熟 ,由 来 已 久 
的 公理 化 思想 更 是 大 势 所 趋 。 这 时 ,形成 一 个 严密 的 几何 结构 已 是 “ 山 雨 欲 来 风 满 楼 ”了 。 

建筑 师 没 有 创造 木石 砖 瓦 ,但 利用 现 有 的 材料 来 建成 大 厦 也 是 一 项 不 平凡 的 创造 。 公 
理 的 选择 ,定义 的 给 出 ,内 容 的 编排 ,方法 的 运用 以 及 命题 的 严格 证 明 , 都 需要 有 高 度 的 智慧 
并 要 付出 巨大 的 劳动 。 从 事 这 宏伟 工程 的 并 不 是 个 别 的 学 者 ,在 欧 几 里 得 之 前 已 有 好 几 个 
数学 家 做 过 这 种 综合 整理 工作 。 其 中 有 和 希 波 克 拉 底 、 勒 俄 . 修 迪 奥 斯 等 。 但 经 得 起 历史 风霜 
考验 的 ,只 有 欧 几 里 得 的 (原本 》。 在 漫长 的 历史 岁月 里 , 它 历经 沧桑 而 没有 被 淘汰 ,表明 它 
有 项 强 的 生命 力 。 


1.2 《原本 》 的 结构 与 内 容 


欧 几 里 得 (活动 于 约 公元 前 300 年 ) ' 古 希腊 数学 家 。 以 其 所 著 的 4 原本》 闻名 于 世 。 关 
于 他 的 生平 ,现在 知道 的 很 少 。 早 年 大 概 就 学 于 雅典 , 深 知 柏拉图 的 学 说 。 公 元 前 300 年 左 
右 , 在 托 勒 密 王 (公元 前 364 年 一 前 283 年 ) 的 邀请 下 ,来 到 亚历山大 ,长 期 在 那里 工作 。 他 
是 一 位 温 良 敦厚 的 教育 家 .对 有 志 数 学 之 士 :总 是 循循善诱 。 但 反对 不 肯 刻 苦 钻研 .投机 取 
巧 的 作风 ,也 反对 狭隘 实用 观点 。 

据 普罗 克 洛 斯 记载 . 托 勒 密 王 曾 经 问 欧 几 里 得 ,除了 他 的 (原本 ) 之 外 ,还 有 没有 其 他 学 
习 几 何 的 捷径 。 欧 几 里 得 回答 说 :“ 在 几何 里 .没有 专 为 国王 铺设 的 大 道 .” 这 句 话 后 来 成 为 
传诵 千古 的 学 习 篇 言 。 斯 托 贝 乌 斯 记载 了 另 一 则 故事 ,说 一 个 学 生 才 开 始 学 第 一 个 命题 ,就 
问 欧 几 里 得 学 了 几何 学 之 后 将 得 到 些 什么 。 欧 几 里 得 说 : 给 他 三 个 钱币 ,因为 他 想 在 学 习 


i 


中 获得 实 利 。 

欧 几 里 得 将 公元 前 7 世纪 以 来 希腊 几何 积累 起 来 的 丰富 成 果 整 理 在 严密 的 逻辑 系统 之 
中 ,使 几何 学 成 为 一 门 独 立 的 、 演 绎 的 科学 。 除 了 (原本 ) 之 外 ,他 还 有 不 少 著作 ,可 惜 大 都 失 
传 .《 已 知 数 ) 是 除 ( 原 本 ) 之 外 唯一 保存 下 来 的 他 的 希腊 文 纯粹 几何 著作 ,体例 和 (原本 》 前 
6 卷 相近 ,包括 94 个 命题 ,指出 若 图 形 中 某 些 元 素 已 知 , 则 另外 一 些 元 素 也 可 以 确定 。《 图 
形 的 分 割 ) 现 存 拉丁 文本 和 阿拉 伯 文 本 ,论述 用 直线 将 已 知 图 形 分 为 相等 的 部 分 或 成 比例 的 
部 分 。《 光 学 ) 是 早期 几何 光学 著作 之 一 ,研究 透视 问题 ,叙述 光 的 入 射 角 等 于 反射 角 , 认 为 
视觉 是 眼睛 发 出 光线 到 达 物 体 的 结果 。 还 有 一 些 著作 未 能 确定 是 否 属于 欧 几 里 得 ,而 且 已 
经 散失 。 

为 了 纪念 欧 几 里 得 这 位 为 人 类 的 数学 事业 作出 巨大 贡献 的 学 者 ,许多 数学 名 词 都 以 欧 
几 里 得 的 名 字 命 名 ,如 欧 几 里 得 几何 、 欧 几 里 得 空间 、 欧 几 里 得 公理 、 欧 几 里 得 距离 、 欧 几 里 
得 复 形 、 欧 几 里 得 联络 、 欧 几 里 得 算法 、 欧 几 里 得 型 . 欧 几 里 得 多 面体 、 欧 几 里 得 单纯 复 形 等 。 
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图 1-2 图 1-3 


希腊 文化 以 柏拉图 学 派 的 时 代为 顶峰 ,以 后 逐渐 衰落 ,而 埃及 的 亚历山大 学 派 则 渐渐 繁 
荣 起 来 , 它 长 时 间 成 了 文化 的 中 心 。 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 把 至 希腊 时 代为 止 所 得 到 的 数 
学 知识 集 其 大 成 , 编 成 13 卷 的 (原本 》, 这 就 是 直到 今天 仍 广 泛 地 作为 几何 学 的 教科 书 使 用 
下 来 的 欧 几 里 得 几何 学 (简称 欧 氏 几何 )。 

《原本 ) 是 一 部 划时代 的 著作 ,是 最 早 用 公理 法 建立 起 演绎 数学 体系 的 典范 。 古 希腊 数 
学 的 基本 精神 ,是 从 少数 的 几 个 原始 假定 (定义 、 公 设 ? 了 公理) 出 发 ,通过 逻辑 推理 ,得 到 一 
系列 命题 。 这 种 精神 ,充分 体现 在 欧 几 里 得 的 (原本 》 中 。 公 元 前 7 世纪 以 来 ,希腊 几何 学 已 


@ ” 欧 几 里 得 在 这 里 采用 了 亚 里 士 多 德 对 公理 和 公设 的 区 分 。 亚 里 十 多 德 深入 研究 了 作为 数学 推理 的 出 发 点 的 基 
本 原理 ,并 将 它们 区 分 为 公理 和 公设 。 他 认为 公理 是 一 切 科学 公有 的 真理 ; 而 公设 则 是 为 某 一 门 科学 所 接受 的 第 一 性 
原理 。 


积累 了 相当 丰富 的 知识 ,在 欧 几 里 得 以 前 ,已 有 希 波 克 拉 底 (公元 前 5 世纪 下 半 叶 )、 修 迪奥 
斯 (公元 前 4 世纪 ) 等 学 者 做 过 综合 整理 工作 , 想 将 这 些 零散 的 材料 组 织 在 严密 的 逻辑 系统 之 
中 ,但 都 没有 成 功 。 当 欧 几 里 得 集 前 人 之 大 成 的 (原本 ) 出 现 的 时 候 , 这 些 工 作 都 潭 没 无 闻 了 。 

在 印刷 本 出 现 之 前 《原本 》 的 各 种 文字 的 手 抄本 已 流传 了 1700 多 年 ,以 后 又 以 印刷 本 
的 形式 出 了 1000 多 版 。 从 来 没有 一 本 科学 书籍 像 ( 原 本 ;那样 长 期 成 为 广大 学 子 传诵 的 读 
物 。 古 希腊 的 海伦 ` 帕 普 斯 . 辛 普 利 休 斯 等 人 都 做 过 注释 。 亚 历 山大 的 赛 翁 提出 一 个 修订 
本 ,对 正文 作 了 校勘 和 补充 。 这 个 本 子 成 为 后 来 所 有 流行 的 希腊 文本 和 译本 的 蓝本 ,一 直到 
19 世纪 初 , 才 在 楚 蒂 冈 发 现 早 于 赛 翁 的 希腊 文 手 抄本 。 

《原本 》 全 书 共 分 13 卷 9. 包 括 有 5 条 公理 .5 条 公设 .119 个 定义 和 465 条 命题 。 以 下 简 
要 介绍 (原本 ) 的 内 容 。 第 1 卷首 先 给 出 23 个 定义 。 如 “点 是 没有 部 分 的 ”,“ 线 有 长 无 宽 ”， 
等 等 。 还 有 平面 直角、 垂直 、 锐 角 、 钝 角 、 圆 直径 、 等 腰 三 角形 .等 边 三 角形 菱形 .平行 线 等 
定义 。 接 着 是 5 个 公设 ,前 4 个 很 简单 : 

公设 1 任 两 点 可 连 一 线 ; 

公设 2 直线 可 任意 延长 ; 

公设 3 以 任何 中 心 ,任何 半径 可 作 一 圆 ; 

公设 4 凡 直 角 都 相等 。 

第 5 个 就 是 著名 的 欧 几 里 得 第 五 公设 :“ 如 果 一 直线 和 两 直线 相交 ,所 构成 的 同 旁 内 角 
和 小 于 两 直角 ,那么 ,把 这 两 直线 延长 ,它们 一 定 在 那 两 内 角 和 小 于 两 直角 的 一 侧 相交 。” 这 
公设 比 其 他 四 个 复杂 得 多 ,而 且 并 不 那么 显而易见 ,因此 引起 长 达 2000 多 年 的 争论 ,最 后 导 
致 非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 。 

公设 之 后 是 5 个 公理 ， 

公理 1 等 于 同 量 的 量 彼 此 相等 ; 

公理 2 ”等 量 加 等 量 , 和 相等 ; 

公理 3 等 量 减 等 量 , 差 相 等 ; 

公理 4 彼此 重合 的 图 形 是 全 等 的 ; 


公理 5 整体 大 于 部 分 。 这 
近代 数学 不 区 分 公设 与 公理 ,凡是 基本 假定 都 叫 公 理 。 人 
《原本 》 后 面 各 卷 不 再 列 出 其 他 公理 。 这 一 卷 在 公理 之 后 给 出 全 
48 个 命题 ,包括 三 角形 的 角 与 边 、 垂 线 .平行 线 ,平行 四 边 形 等 
命题 。 下 面 给 出 其 中 的 几 个 命题 。 yy 


命题 1 在 给 定 线段 上 作 一 等 边 三 角形 。 
证 明 是 简单 的 (如 图 1-4 所 示 )。 以 A 为 中 心 以 AB 为 半 图 14 


@ ” 欧 几 里 得 的 原著 只 有 13 卷 ,14,15 卷 是 后 人 添加 上 去 的 。 一 般 认为 第 14 卷 出 自 普 西 克 勒 斯 之 手 ,而 15 卷 是 6 
世纪 时 达 马 斯 基 乌 斯 所 著 。 


径 作 圆 。 以 B 为 中 心 以 AB 为 半径 作 圆 。 设 C 是 一 个 交点 ,ABC 便 是 所 求 的 三 角形 。 

命题 2 过 一 已 知 点 (作为 一 个 端点 ) 作 一 直线 段 使 之 等 于 一 已 给 直线 段 。 

命题 4 若 两 个 三 角形 的 两 边 和 夹 角 对 应 相等 ,它们 就 全 等 。 

证 法 是 把 一 个 三 角形 放 到 另 一 个 三 角形 上 ,指明 它们 必须 重合 。 

命题 5 等 腰 三 角形 两 底 角 相 等 。 

书 中 证 法 比 目 前 许多 中 学 课本 中 的 好 (如 图 1-5 所 示 ), 因 后 者 在 这 一 阶段 就 假定 了 角 
A 存在 角 平 分 线 。 把 AB 延长 到 下 ,把 AC 延长 到 G, 使 BF 二 CG。 于 是 人 AFC 宇 人 AGB。 
因而 FC==GB, AACF== 人 ABG,AF= LG。 现 有 八 CBF 避 和 八 BCG, 由 此 推 得 人 CBG= 
ZBCF, 所 以 LABC= 人 ACB,。 

第 47 命题 就 是 有 名 的 色 股 定理 :“ 在 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 ( 以 斜 边 为 边 的 正方 
形 的 面积 ) 等 于 直角 边 上 的 两 个 正方 形 的 面积 之 和 ”。 它 的 证 明 是 用 面积 来 做 的 ,如 图 1-6 
所 示 ,首先 证 明 售 ABD 旦 人 FBC, 推 得 矩形 BL 的 面积 一 正方 形 GB 的 面积 。 同 理 推 得 矩形 
CL 的 面积 一 正方 形 AK 的 面积 。 


第 2 卷 包 括 14 个 命题 ,用 几何 的 语言 叙述 代数 的 恒等式 。 

第 3 卷 有 37 个 命题 .讨论 圆 . 弦 、 切 线 、 圆 周 角 .内 接 四 边 形 及 与 圆 有 关 的 图 形 。 

第 4 卷 有 16 个 命题 .包括 圆 内 接 与 外 切 三 角形 .正方形 的 研究 , 圆 内 接 正 多 边 形 (5 边 、 
6 边 、15 边 ) 的 作 图 。 

第 5 卷 是 比例 论 ,是 以 欧 多 克 斯 的 工作 为 基础 的 。 后 世 的 评论 家 认为 这 是 (原本 ) 的 最 
高 成 就 ,因为 它 在 当时 的 认识 水 平 上 消除 了 由 不 可 公 度 量 引 起 的 数学 危机 。 同 (原本) 任何 
其 他 部 分 相 比 , 它 的 内 容 被 人 讨论 得 最 多 , 它 的 意义 被 人 争论 得 最 激烈 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 也 
有 关于 比例 (两 个 比 相等 的 关系 ) 的 理论 , 即 关于 可 公 度 量 ( 其 比 可 用 整数 比 表 示 的 那 种 量 ) 
的 比例 理论 。 在 欧 多 克 斯 以 前 应 用 比例 关系 的 数学 家 ,一 般 在 用 不 可 公 度 量 时 没有 可 靠 的 
理论 依据 。 第 5 卷 把 比例 关系 的 理论 推广 到 不 可 公 度 量 而 避免 了 无 理 数 。 

《原本 ) 第 5 卷 中 给 出 的 比例 定义 相当 于 (原文 是 用 文字 叙述 的 ) 说 : 设 A, B,C.D 是 任 
意 四 个 量 , 其 中 A 和 B 同类 ( 即 均 为 线段 . 角 或 面积 等 ),C 和 了 同类 。 如 果 对 于 任何 两 个 正 


整数 mr 和 nn ,关系 mA>7zB(= :所 情况 同 理 ) 是 否 成 立 , 相 应 地 取决 于 关系 mC>7zD 是 否 成 
立 , 则 称 A 与 B 之 比 等 于 C 与 D 之 比 , 即 A,B.C,D 四 量 成 比例 。 

这 一 定义 并 未 限制 涉及 的 量 是 可 公 度 的 还 是 不 可 公 度 的 ,因此 可 以 运用 它 来 证 明 许 多 
早期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 只 对 可 公 度 量 证 明了 的 命题 。 举 一 个 例子 。 

定理 ”如 果 两 个 三 角形 的 高 相同 , 则 它们 的 面积 之 比 等 于 两 底 之 比 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 证 明 : 如 图 1-7(a) 所 示 , 考 虑 两 个 三 角形 ABC 和 ADE ,它们 的 底 
(BC 和 DE) 处 于 同一 直线 MN 上 。 设 BC 和 DE 分 别 包含 一 个 公 度 单位 的 p 信和 4g 倍 ,在 
BC 和 DE 上 面 出 这 些 分 点 ,并 与 顶点 A 连接 。 八 ABC 和 八 ADE 分 别 被 划分 成 p 和 g 个 小 
三 角形 ,它们 等 底 等 高 ,因此 根据 已 知 结果 ,它们 的 面积 相等 。 由 此 得 Sangc : Saapg 一 户 : g 二 
BC : DE, 但 由 于 不 可 公 度 量 的 出 现 , 上 述 证 明 以 及 许多 其 他 定理 的 证 明 都 不 再 适用 。 


M 
BD DE 
(b) 


欧 几 里 得 (原本 ) 中 的 证 明 ( 欧 多 克 斯 ): 如 图 1-7(b) 所 示 , 在 CB 延长 线 上 从 点 B 起 相 
继 截 取 mm 一 1 个 与 CB 相等 的 线段 ,分 别 将 分 点 BB;,…,B。 与 顶点 A 连接 。 同 样 从 DE 
延长 线 上 从 EE 点 起 相继 截取 n 一 1 个 与 DE 相等 的 线段 ,把 分 点 EF;,Es,…,E, 与 顶点 A 连 
接 。 这 时 有 

B,C=m(BC),AAB,.C=m(AABC); DE,=n(DE),AADE,=n(AADE). 

根据 已 证 明 的 结果 ,可 知 AAB,C>(=,<)AAE,D 取决 于 BC 二 (= ,二 )E,D, 也 就 
是 说 mC( 人 ABO) 二 (= ,二 )n( 人 ADE) 取 决 于 m(BO)(= ,二 )n(DE)。 因 此 ,根据 欧 多 克 
斯 比例 定义 ,有 Sangc : Saapg 一 BC : DE。 

由 此 看 到 ,原本 ;第 5 卷 将 比例 理论 由 可 公 度 量 推广 到 不 可 公 度 量 ,使 它 能 适用 于 更 广 
泛 的 几何 命题 证 明 . 从 而 巧妙 地 回避 了 无 理 量 引起 的 麻烦 。 同 4 原本》 的 其 他 部 分 相 比 ,第 5 
卷 的 内 容 颇 引 人 和 争议 。 

第 6 卷 把 第 5 卷 已 建立 的 理论 用 到 平面 图 形 上 去 , 共 33 个 命题 。 

第 7,8,9 三 卷 是 数论 。 

第 10 卷 是 篇 幅 最 大 的 一 卷 .包含 16 个 定义 和 115 个 命题 ,主要 讨论 无 理 量 (与 给 定 的 
量 不 可 通 约 的 量 ) .但 只 涉及 相当 于 VVa 士 Vb 之 类 的 无 理 量 。 

第 10 卷 的 第 一 个 命题 对 (原本 ) 其 后 几 卷 的 讲解 是 重要 的 。 命 题 1: 对 于 两 个 不 相等 的 
量 , 若 从 较 大 量 减 去 一 个 比 它 的 一 半 还 要 大 的 量 , 并 继续 重复 执行 这 一 步骤 ,就 能 使 所 余 的 


一 个 量 小 于 原来 较 小 的 量 。 欧 几 里 得 在 证 明 的 结尾 说 , 若 定理 中 所 减 去 的 是 一 半 的 量 ,这 也 
能 证 明 。 他 的 证 明 里 有 一 步 用 了 一 个 没有 被 他 自觉 意识 到 的 公理 : 在 两 个 不 等 的 量 中 , 较 
小 者 可 自己 相 加 有 限 售 而 使 其 和 超过 较 大 者 ; 欧 几 里 得 把 有 问题 的 这 一 步 建 立 在 两 个 量 之 
比 的 定义 上 。 但 此 定义 并 不 足以 证 明 这 一 步 是 对 的 。 这 定义 说 当 两 个 量 之 中 的 任 一 量 自身 
相 加 足够 多 次 后 便 能 超过 另 一 量 , 则 此 两 量 有 一 个 比 ; 因此 欧 几 里 得 应 该 证 明 这 一 点 对 他 
所 说 的 量 是 可 以 做 到 的 。 但 他 却 假定 他 的 量 可 以 相 比 ,并 利用 了 较 小 量 自身 相 加 足够 多 次 
后 可 以 超过 较 大 量 的 事实 。 据 阿 基 米 德 所 说 , 欧 几 里 得 是 用 过 这 个 公理 的 (严格 地 说 是 其 等 
价 说 法 ) ,他 是 把 它 作为 一 个 引 理 建立 起 来 的 。 

第 11 卷 讨 论 空间 的 直线 与 平面 的 各 种 关系 (相交 、 垂 直 , 平 行 等 ) 以 及 平行 六 面体 的 体 
积 等 问题 。 

第 12 卷 利用 穷竭 法 证 明 “ 圆 面积 的 比 等 于 直径 平方 的 比 ”“ 球 体积 的 比 等 于 直径 立方 


的 比 "以 及 *“ 锥 体 体积 的 比 等 于 同 底 等 高 的 柱 体 的 二 "等 。 
第 13 卷 着 重 研究 5 种 正 多 面体 。 


1.3 《原本 》 的 优 缺点 


欧 几 里 得 (原本 ) 被 称 为 数学 家 的 圣经 ,在 数学 史 , 乃 至 人 类 科学 史上 具有 无 与 伦比 的 崇 
高 地 位 。 它 的 主要 贡献 在 于 : 

(1) 成 功 地 将 零散 的 数学 理论 编 为 一 个 从 基本 假定 到 最 复杂 结论 的 整体 结构 。 

(2) 对 命题 作 了 公理 化 演绎 。 从 定义 公理、 公设 出 发 建立 了 几何 学 的 逻辑 体系 , 称 为 
其 后 所 有 数学 的 范本 。 

(3) 几 个 世纪 以 来 ,已 成 为 训练 巡 辑 推理 的 最 有 力 的 教育 手段 。 

因为 4 原本 》 是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 , 而 且 为 所 有 后 代 人 所 使 用 ,所 以 它 对 数学 发 
展 的 影响 超过 任何 别 的 书 。 读 了 这 本 书 之 后 ,可 以 对 数学 本 身 的 看 法 ,对 证 明 的 想法 ,对 定 
理 按 逻 辑 次 序 的 排 法 ,都 学 到 一 些 东 西 .而 且 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 的 思想 发 展 。 

欧 几 里 得 对 公理 的 选择 是 很 出 色 的 。 他 能 用 一 小 批 公理 证 出 几 百 个 定理 ,其 中 好 多 是 
深奥 的 。 他 的 选择 是 费 了 心机 的 。 他 对 平行 公理 的 处 理 特别 显得 聪明 。 任 何 这 样 的 公理 都 
不 免 或 明 或 暗 的 要 提 到 在 无 限 远 空间 所 必须 成 立 的 事项 的 任何 说 法 , 它 的 具体 意义 总 是 含 
混 不 清 的 ,因为 人 的 经 验 是 有 限 的 。 然 而 他 也 认识 到 这 样 的 公理 不 能 省 掉 。 于 是 就 采取 了 
这 样 一 种 说 法 ,提出 二 直线 能 交 于 有 限 远 处 的 条 件 。 更 有 其 者 ,他 在 求助 于 这 一 公理 以 前 先 
证 明了 所 有 无 需 它 来 证 的 定理 。 

欧 几 里 得 (原本 ) 可 以 说 是 数学 史上 的 第 一 座 理论 丰碑 。 它 最 大 的 功绩 ,是 在 于 数学 中 
演绎 范式 的 确立 ,这 种 范式 要 求 一 门 学 科 中 的 每 个 命题 必须 是 在 它 之 前 已 建立 的 一 些 命题 
的 逻辑 结论 ,而 所 有 这 样 的 推理 链 的 共同 出 发 点 ,是 一 些 基本 定义 和 被 认为 是 不 证 自明 的 基 


本 原理 一 一 公设 或 公理 。 这 就 是 后 来 所 谓 的 公理 化 思想 。 

《原本 ) 是 古 希腊 数学 的 代表 作 , 出 现在 两 千 多 年 前 ,这 是 难能可贵 的 。 但 用 现代 的 眼光 
看 ,也 还 有 不 少 缺点 : 

首先 使 用 了 重合 法 来 证 明 图 形 的 全 等 。 这 方法 有 两 点 值得 怀疑 : 第 一 , 它 用 了 运动 的 

念 ,而 这 是 没有 逻辑 依据 的 ; 第 二 ,重合 法 默认 图 形 从 一 处 移动 到 另 一 处 时 所 有 性 质保 持 
不 变 。 要 假定 移动 图 形 而 不 致 改变 它 的 性 质 , 那 就 要 对 物理 空间 假定 很 多 的 条 件 。 

其 次 是 公理 系统 不 完备 ,例如 没有 运动 .连续 性 、 顺 序 等 公理 ,因此 许多 证 明 不 得 不 借助 
于 直观 ,利用 今天 的 认识 可 以 发 现 欧 几 里 得 用 了 数 十 个 他 所 从 未 提出 而 且 无 疑 并 未 发 觉 的 
假定 ,包括 关于 直线 和 圆 的 连续 性 的 假定 。 在 第 1 卷 命题 1 的 证 明 中 假定 了 两 圆 有 一 个 公 
共 点 。 每 个 圆 是 一 个 点 集 , 很 可 能 两 圆 彼此 相交 而 在 假定 的 点 或 所 谓 交 点 (一 个 或 两 个 ) 处 
没有 两 圆 的 公共 点 。 按 照 (原本 ) 里 的 逻辑 基础 来 说 ,两 直线 可 能 相交 而 没有 一 个 公共 点 。 

也 有 的 公理 可 以 从 别 的 公理 推出 (如 直角 必 相 等 )。 又 点 , 线 、 面 等 定义 本 身 是 含混 不 清 
的 ,而 且 后 面 从 来 没有 用 过 ,完全 可 以 删 去 。 

在 一 些 实际 给 出 的 证 明 里 也 有 缺点 。 有 些 是 欧 几 里 得 搞 错 的 地 方 可 以 纠正 ,但 少数 地 
方 需要 给 出 新 的 证 明 。 另 一 类 缺点 在 (原本 》 中 通 篇 都 有 , 那 就 是 只 用 特例 或 所 给 数据 (图 
形 ) 的 特定 位 置 证 明 一 般 性 的 定理 。 

同时 ,全 书 13 卷 并 未 一 气 呵 成 ,而 在 某 种 程度 上 是 前 人 著作 的 堆砌 。 例 如 ,第 7,8,9 卷 
对 整数 重复 证 明了 先前 对 量 所 给 出 的 许多 结果 。 第 13 卷 的 第 一 部 分 重复 了 第 2 和 第 4 卷 
中 的 结果 。 第 10,13 卷 可 能 在 欧 几 里 得 以 前 是 单独 的 一 本 著作 。 

尽管 如 此 原本》 开创 了 数学 公理 化 的 正确 道路 ,对 整个 数学 发 展 的 影响 ,超过 了 历史 
上 任何 其 他 著作 。 


1.4 《原本 ) 对 我 国 数学 的 影响 


中 国 传统 数学 最 明显 的 特点 是 以 算法 为 中 心 。 虽 然 也 有 逻辑 证 明 , 但 却 没有 形成 一 个 
严密 的 公理 化 演绎 体系 ,这 也 许 是 最 大 的 弱点 。 明 末 《 原 本 》 传 人 ,正好 弥补 我 们 的 不 足 。 可 
是 实际 情况 并 不 理想 。 

徐光启 本 人 对 《原本 》 十 分 推崇 ,也 有 深刻 的 理解 。 他 认为 学 习 此 书 可 使 人 “心思 细密 ”。 
在 译本 卷首 的 《几何 原本 杂 议 ) 中 说 :“ 人 具 上 资 而 意 理 疏 莽 , 即 上 资 无 用 ， 人 具 中 材 而 心思 
续 密 , 即 中 材 有 用 ; 能 通 几何 之 学 , 续 密 甚 侨 , 故 率 天 下 之 人 而 归于 实用 者 ,是 或 其 所 由 之 道 
也 。” 在 他 的 大 力 倡导 下 ,确实 也 发 挥 一 定 的 作用 .可惜 言 者 谅 说, 听 者 谣 谣 ,要 在 群众 中 推 
广 , 仍 然 有 很 大 困难 。 他 在 (几何 原本 杂 议 》 中 继续 写 到 :“ 而 习 者 盖 寡 , 窃 意 百 年 之 后 , 必 人 
人 习 之 .” 他 只 好 把 希望 寄托 于 未 来 。 

明 末 我 国正 处 在 数学 发 展 的 低潮 ,《 原 本 》 虽 已 译 出 ,学 术 界 是 否 看 到 它 的 优点 ,大 有 疑 
问 。 事 实 上 , 明 清 两 代 几 乎 没有 人 对 《原本 》 的 公理 化 方法 及 逻辑 演绎 体系 作 过 专门 的 研究 。 


康 申 之 后 , 清 统治 者 实行 闭关 锁国 \ 言 目 排外 的 政策 。 知 识 分 子 丧 失 了 思想 .言论 自由 ,为 了 
逃避 现实 ,转向 古籍 的 整理 和 研究 ,以 后 形成 了 以 考据 为 中 心 的 乾 嘉 学 派 。 徐 光 启 之 后 , 数 
学 界 的 代表 人 物 是 梅 文 易 , 他 汇通 中 西数 学 ,对 发 扬中 国 传统 数学 及 传播 西方 数学 均 有 贡 
献 , 然 而 却 没有 认识 到 公理 化 方法 的 重要 性 。 他 认为 西方 的 几何 学 ,无 非 就 是 中 国 的 勾 股 数 
学 ,没有 什么 新 鲜 的 东西 。 他 在 (几何 通 解 ) 中 写 道 :“ 几 何不 言 勾 股 , 然 其 理 并 勾 股 也 。 故 
其 最 难 通 者 ,以 勾 股 释 之 则 明 。” 类 似 的 说 法 还 有 多 处 。 他 见 到 的 只 是 几何 的 一 些 命题 ,至 于 
真正 的 精 茵 一 一 公理 体系 及 逻辑 结构 , 竟 熟 视 无 睹 。 


2 解析 几何 的 诞生 


2.1 血 卡 儿 和 费 马 在 创立 解析 几何 中 的 贡献 


近代 数学 本 质 上 可 以 说 是 变量 数学 。 文 艺 复兴 以 来 资本 主义 生产 力 的 发 展 ,对 科学 技 
术 提 出 了 全 新 的 要 求 。 到 了 16 世纪 ,对 运动 与 变化 的 研究 已 变 成 自然 科学 的 中 心 问题 。 这 
就 迫切 的 需要 一 种 新 的 数学 工具 ,从 而 导致 了 变量 数学 亦 即 近代 数学 的 诞生 。 

变量 几何 的 第 一 个 里 程 碑 是 解析 几何 的 发 明 。 解 析 几 何 的 基本 思想 是 在 平面 上 引进 所 
谓 * 坐 标的 概念 ,并 借助 这 种 坐标 在 平面 上 的 点 和 有 序 实数 对 (z,y) 之 间 建 立 一 一 对 应 的 
关系 。 每 一 对 实数 (z,y) 都 对 应 于 平面 上 的 一 个 点 ; 反之 ,每 一 个 点 都 对 应 与 它 的 坐标 (x， 
3)。 以 这 种 方式 可 以 将 一 个 代数 方程 /(z,y) 二 0 与 平面 上 一 条 曲线 对 应 起 来 ,于 是 几何 问 
题 便 可 归结 为 代数 问题 ,并 反 过 来 通过 代数 问题 的 研究 发 现 新 的 几何 结果 。 

借助 坐标 来 确定 点 的 位 置 的 思想 古代 曾经 出 现 过 , 古 希 腊 的 阿波 罗 尼 奥 斯 关 于 圆锥 曲 
线性 质 的 推导 ,阿拉 伯 人 通过 圆锥 曲线 交点 求解 三 次 方程 的 研究 ,都 荀 含 着 这 种 思想 。 解 析 
几何 最 重要 的 前 驱 是 法 国 数学 家 奥 雷 斯 姆 ,他 在 著作 《 论 形态 幅度 》 中 提出 的 形态 幅度 原理 ， 
甚至 已 接触 到 函数 的 图 像 表 示 , 奥 雷 斯 姆 借用 了 "经度 ”“ 纬 度 ” 这 两 个 地 理学 术语 来 描述 他 
的 图 线 ,相当 于 横 坐 标 与 纵 坐标 。 不 过 他 的 图 线 概念 是 模糊 的 ,至 多 是 一 个 图 表 , 还 未 形成 
清晰 的 坐标 与 函数 图 像 的 概念 。 

解析 几何 的 真正 发 明 还 要 归功 于 法 国 另 外 两 个 数学 家 笛 卡 儿 与 费 马 。 他 们 工作 的 出 发 
点 不 同 ,但 却 殊途同归 。 


2.1.1 第 卡 儿 的 主要 工作 


笛 卡 儿 1637 年 发 表 了 著名 的 哲学 著作 《4 方法论), 该 书 有 三 个 附录 :《 几 何 学 》《 届 光 
学 ) 和 (气象 学 ,解析 几何 的 发 明 包含 在 (几何 学 ) 这 篇 附录 中 。 笛 卡 儿 的 出 发 点 是 一 个 著名 
的 希腊 数学 问题 一 一 帕 波 斯 问题 : 

设 在 平面 上 给 定 3 条 直线 ,l,ls, 过 平面 上 的 点 C 作 三 条 直线 分 别 与 ,12,ls 交 于 点 


P,R,Q, 交 角 分 别 等 于 已 知 角 m ,az yas' 求 使 CP CR 二 kCQ 的 点 C 的 轨迹 ; 如 果 给 定 4 


条 直线 , 则 求 使 5 CR 一 A(A 为 常数 ) 的 点 C 的 轨 


迹 。 如 图 1-8 所 示 。 

问题 还 可 以 类 似 地 推广 到 n 条 直线 的 情形 。 帕 
波斯 曾 宣称 , 当 给 定 的 直线 是 3 条 或 4 条 ( 即 所 谓 三 
线 或 四 线 问题 ) 时 ,所 得 的 轨迹 是 一 条 圆锥 曲线 。 笛 
卡 儿 在 4 几何 学 ?第 2 卷 中 ,证 明了 四 线 问题 的 帕 波 斯 
结论 : 记 AP=z,PC=y, 经 简单 的 几何 分 析 , 用 已 知 图 18 
量 表示 出 CR,CQ,CS 的 值 , 带 入 CP. CR=CS .CQ 
〈 设 & 一 1) ,就 得 到 一 个 关于 z,y 的 二 次 方程 

如 一 Ay 十 Brzy 十 Cz 十 Drz? (2-1) 

其 中 A,B,C,D 是 由 已 知 量 组 成 的 简单 代数 式 。 于 是 他 指出 , 任 给 z 的 一 个 值 ,就 得 到 关于 
y 的 二 次 方程 ,从 这 个 方程 可 以 解 出 y, 并 根据 他 在 (几何 学 ) 第 1 卷 中 所 给 的 方法 ,用 圆规 
直 尺 将 y 夯 出 。 如 果 取 无 穷 多 个 z 的 值 ,就 得 到 无 穷 多 个 y 值 ,从 而 得 到 无 穷 多 个 点 C, 所 
以 这 些 点 C 的 轨迹 就 是 方程 (2-1) 代 表 的 曲线 。 在 这 个 具体 问题 中 , 笛 卡 儿 选 定 一 条 直线 
(AG) 作 为 基线 (相当 于 一 根 坐标 轴 ) ,以 点 A 为 原点 ,zx 值 是 基线 的 长 度 , 从 A 点 量 起 ; y 值 
是 另 一 条 线段 的 长 度 , 该 线段 从 基线 出 发 ,与 基线 交 成 定 角 。 正 是 如 此 , 笛 卡 儿 建 立 了 历史 上 
第 一 个 倾斜 坐标 系 。 在 《几何 学 ) 第 3 卷 中 ,还 可 以 看 到 笛 卡 儿 也 给 出 了 直角 坐标 系 的 例子 。 

有 了 坐标 系 和 曲线 方程 的 思想 , 笛 卡 儿 又 提出 了 一 系列 新 颖 的 想法 ,如 : 曲线 的 次 数 与 
坐标 轴 选 择 无 关 ; 坐标 轴 选 取 应 使 曲线 方程 尽量 简单 ; 利用 曲线 的 方程 表示 来 求 两 条 不 同 
曲线 的 交点 ; 曲线 的 分 类 ; 等 等 。 

《几何 学 ) 作 为 笛 卡 儿 哲 学 著作 (方法 论 ) 的 附录 ,意味 着 他 的 几何 学 发 现 乃 至 其 他 方面 的 
发 现 都 是 在 其 方法 论 原理 指导 下 获得 的 。 笛 卡 儿 方法 论 原理 的 本 旨 是 寻求 发 现 真 理 的 一 般 方 
法 ,他 在 男 一 部 较 早 的 哲学 著作 《指导 思维 的 法 则 ) 中 称 自己 设想 的 一 般 方法 为 “通用 数学 ”, 并 
概述 了 这 种 通用 数学 的 思路 。 提 出 了 一 种 大 胆 的 计划 , 即 : 任何 问题 -数学 问题 一 代数 问题 
一 方程 求解 。 为 了 实施 这 一 计划 , 笛 卡 儿 首先 通过 * 广 延 ” 的 比较 ,将 一 切 度量 问题 化 为 代数 方 
程 问 题 ,为 此 需要 确定 比较 的 基础 , 即 定义 “ 广 延 "单位 ,以 及 建立 “ 广 延 "符号 系统 及 其 算术 运 
算 . 特 别 是 要 给 出 算术 运算 与 几何 图 形 之 间 的 对 应 。 这 就 是 笛 卡 儿 几 何 学 的 方法 论 背景 。 

然而 , 笛 卡 儿 的 方法 论著 作 并 没有 告诉 人 们 ,在 将 一 切 问 题 划 归 为 代数 方程 问题 后 将 如 
何 继续 ,这 正 是 (几何 学 ) 需 要 完成 的 任务 。《 几 何 学 ) 开 宗明 义 , 在 任意 选取 单位 长 度 的 基础 
上 定义 了 线段 的 加 、 减 .乘除 、 乘 方 . 开 方 等 运算 。 他 以 特殊 的 字母 符号 来 表示 线段 ,由 于 可 
用 线段 表示 积 、 寡 ,这 样 就 突破 了 * 齐 次 性 ”的 束缚 ,而 在 几何 中 自由 运用 算术 或 代数 术语 。 
运用 这 些 算术 术语 又 可 以 将 一 切 几 何 问题 化 为 关于 一 个 未 知 线段 的 单个 代数 方程 
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2 三 一 邓 十 加 
2 一 一 az 十 近 十 c， 
zx 一 一 az 十 巡 2 十 cz 十 d 


《几何 学 ) 的 主要 目标 就 是 讨论 如 何 给 出 这 些 方程 的 标准 解法 。 他 在 《几何 学 ) 第 1 卷 中 
从 最 简单 的 一 、 二 次 方程 出 发 .这 相应 于 只 用 尺 规 作 图 的 所 谓 "普通 几何 "问题 。 讨 论 了 三 种 
形式 的 二 次 方程 : x? 二 az 十 b? ,xz? ax 十 太 , 过 一 az 一 大, 并 分 别 给 出 作 图 ,本 质 上 它 是 利 
用 了 圆 与 直线 的 交点 。 为 了 接着 讨论 三 次 以 及 三 次 以 上 方程 的 作 图 ,就 需要 研究 曲线 的 性 
质 与 分 类 ,这 就 引出 了 作为 (几何 学 ) 第 2 卷 与 第 3 卷 前 半 部 分 的 一 个 很 长 的 过 渡 , 其 中 包括 
了 使 他 成 为 近代 数学 先驱 的 坐标 几何 。 笛 卡 儿 在 《几何 学 ) 第 3 卷 的 后 半 部 分 ,又 回 到 他 的 
主题 一 一 高 次 方程 的 标准 作 图 ,利用 刚 得 到 的 坐标 几何 工具 ,解决 了 三 、 四 次 方程 的 作 图 和 
五 、 六 次 方程 的 作 图 ,并 指出 ,可 以 依次 类 推 地 解决 更 高 次 方程 的 作 图 问题 。 


2.1.2 费 马 的 主要 工作 


与 笛 卡 儿 不 同 , 费 马 工作 的 出 发 点 是 竭力 恢复 失传 的 阿波 罗 尼 奥 斯 的 著作 《 论 平面 轨 
迹 》, 他 为 此 而 写 了 一 本 题 为 ( 论 平面 和 立体 的 轨迹 引 论 》(1629) 的 书 。 书 中 清晰 地 阐述 了 费 
马 的 解析 几何 原理 ,指出 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 中 出 现 两 个 未 知 量 ,我 们 就 有 一 条 轨迹 ,这 两 
个 量 之 一 的 末端 描绘 出 一 条 直线 或 曲线 。 直 线 只 有 一 种 ,曲线 的 种 类 则 是 无 限 的 ,有 圆 、 抛 
物 线 、 椭 圆 等 "。 费 马 在 书 中 还 提出 并 使 用 了 坐标 的 概念 ,不 仅 使 用 了 和 斜 坐标 系 , 也 使 用 了 直 
角 坐 标 系 ,他 所 称 的 未 知 量 A,E 实际 就 是 “变量 ”, 也 就 是 今天 所 称 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 。 

他 考虑 任意 曲线 和 它 上 面 的 一 般 点 J。J 的 位 置 用 A ,下 两 字母 定 出 : A 是 从 点 O 沿 底 
线 到 点 2 的 距离 ,E 是 从 Z 到 ,7 的 距离 。 他 所 用 的 坐标 就 是 我 们 所 说 的 倾斜 坐标 ,但 是 y 
轴 没 有 出 现 , 而 且 不 用 负数 。 他 的 A,E 就 是 我 们 的 x,y( 如 图 1-9 所 示 )。 
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费 马 让 一 个 字母 代表 一 类 的 数 , 然 后 写 出 联系 A 和 巨 的 各 种 方程 ,并 指明 它们 所 描绘 
的 曲线 。 例 如 ,他 写 出 Dz=Dy 并 指明 这 代表 一 条 直线 。 他 又 给 出 d(a 一 z+) 二 by, 并 肯定 
它 也 代表 一 条 直线 。 

书 中 费 马 解析 地 定义 了 以 下 的 曲线 

直线 方程 : d(a 一 zx) 二 by; 

圆 : 6 一 zx? 二 y; 


椭圆 : 5 一 zx? 二 ky?; 

抛物 线 : xz? 二 dy,y* 二 dx; 

双 曲 线 ; zy=k? ,zx? 十 b= 二 ky?。 

费 马 后 来 还 定义 了 新 曲线 

XI"y" =a, y=ar”, r=av。 

因为 费 马 不 用 负 坐 标 , 他 的 方程 不 能 像 他 所 说 代表 整个 曲线 ,但 他 确实 领会 到 坐标 轴 可 
以 平移 或 旋转 ,因为 他 给 出 一 些 较 复 杂 的 二 次 方程 ,并 给 出 它们 可 以 简化 到 的 简单 形式 ,他 
肯定 : 一 个 联系 着 A 入 的 方程 ,如 果 是 一 次 的 ,就 代表 直线 轨迹 ,如 果 是 二 次 的 ,就 代表 
圆锥 曲线 。 

费 马 没有 说 明 他 的 解析 几何 思想 是 如 何 形 成 的 。 他 与 笛 卡 儿 的 创造 都 是 文艺 复兴 以 来 
欧洲 代数 学 振兴 所 带 来 的 必然 结果 。 能 够 看 到 , 笛 卡 儿 和 费 马 研 究 解析 几何 的 方法 大 不 相 
同 。 第 卡 儿 批评 了 希腊 的 传统 ,而 且 主 张 同 这 传统 决裂 ; 费 马 则 着 眼 于 继承 希腊 人 的 思想 ， 
认为 他 自己 的 工作 只 是 重新 表述 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 工作 。 真 正 的 发 现 一 一 代数 方法 的 威 
力 一 一 是 属于 笛 卡 儿 的 ,他 知道 他 是 在 改换 古代 方法 。 虽 然 用 方程 表示 曲线 的 思想 在 费 马 
的 工作 中 比 在 笛 卡 儿 的 工作 中 更 为 明显 ,但 费 马 的 工作 主要 是 这 样 一 个 技术 的 成 就 : 他 完 
成 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 工作 ,并 且 利 用 了 韦 达 用 字母 代表 数 类 的 思想 。 笛 卡 儿 的 方法 是 可 以 
普遍 使 用 的 ,而 且 就 潜力 而 论 也 适用 于 超越 曲线 。 

尽管 笛 卡 儿 和 费 马 研究 解析 几何 的 方式 和 目的 有 显著 不 同 , 他 们 却 卷 入 谁 先 发 明 的 争 
论 。 费 马 的 著作 直到 1679 年 才 出 版 ,但 他 在 1629 年 已 发 现 了 解析 几何 的 基本 原理 ,这 比 笛 
卡 儿 发 表 ( 几 何 学 ?的 年 代 1637 年 还 早 。 币 卡 儿 当时 已 完全 知道 费 马 的 许多 发 现 ,但 否认 他 
的 思想 是 从 费 马 来 的 。 

当 《 几 何 学 ?出 版 的 时 候 , 费 马 批评 说 , 书 中 删 去 了 极 大 值 和 极 小 值 .曲线 的 切线 以 及 立 
体 轨迹 的 作 图 法 。 他 认为 这 些 是 值得 所 有 几何 学 家 注意 的 。 笛 卡 儿 回答 说 , 费 马 几 乎 没有 
做 什么 ,至 多 做 出 一 些 不 费 气力 不 需要 预备 知识 就 能 得 到 的 东西 ,而 他 自己 却 在 (几何 学 》 的 
第 3 卷 中 ,用 了 关于 方程 性 质 的 全 部 知识 。 他 讽刺 地 称呼 费 马 为 我 们 的 极 大 和 极 小 大 臣 ,并 
且说 费 马 欠 了 他 的 债 。 后 来 这 两 人 的 态度 趋 于 缓和 。 在 1660 年 的 一 篇 文章 里 , 费 马 虽然 指 
出 《几何 学 )》 中 的 一 个 错误 ,但 他 宣称 他 是 如 此 佩服 稍 卡 儿 的 天 才 , 即 使 科 卡 儿 有 错误 ,他 的 
工作 甚至 比 别 人 没有 错误 的 工作 更 有 价值 。 笛 卡 儿 却 不 像 费 马 那样 宽厚 。 

后 代 人 对 待 ( 几 何 学 )》 不 像 笛 卡 儿 那样 重视 。 虽 然 对 数学 的 前 途 来 说 ,方程 和 曲线 的 结 
合 是 一 个 显著 的 思想 ,但 对 笛 卡 儿 来 说 ,这 个 思想 只 是 为 了 达到 目的 一 一 解决 作 图 问题 一 一 
的 一 个 手段 。 

费 马 强调 轨迹 的 方程 .从 近代 观点 来 看 ,是 更 为 恰当 的 。 笛 卡 儿 在 《几何 学 ) 第 1 卷 和 第 
3 卷 中 所 着 重 的 几何 作 图 问题 ,已 逐渐 失去 重要 性 ,这 主要 是 因为 不 再 像 希腊 人 那样 ,用 作 
图 来 证 明 存在 了 。 

《几何 学 ) 第 3 卷 中 也 有 一 部 分 是 在 数学 里 占 永久 地 位 的 。 第 卡 儿 解决 作 图 问题 时 , 首 


mr 让 ki 全 必 区 由 


先 把 问题 用 代数 表 出 ,接着 就 解 出 所 得 到 的 代数 方程 ,最 后 按 解 的 要 求 来 作 图 。 在 这 个 过 程 
中 , 币 卡 儿 收集 了 自己 的 和 别人 的 有 助 于 求解 的 方程 论 工作 。 因 为 代数 方程 不 断 地 出 现在 
数 以 百 计 的 ,与 作 图 问题 无 关 的 不 同 场合 中 ,所 以 这 个 方程 论 已 经 成 为 初等 代数 的 基础 部 分 。 


人 2 BAAS 
箔 卡 儿 简 介 


勒 奈 。 黎 卡 儿 (1596 年 3 月 31 日 一 1650 年 2 月 11 日 ), 物 理学 家 、 
数学 家 。 笛 卡 儿 是 欧洲 近代 资产 阶级 哲学 的 黄 基 人 之 一 , 黑 格 尔 称 他 
为 “现代 哲 学 之 父 ”。 他 自 成 体系 , 熔 唯 物 主义 与 唯心 主义 于 一 炉 , 在 哲 
学 史上 产生 了 深远 的 影响 。 同 时 ,他 又 是 一 位 勇于 探索 的 科学 家 ,他 所 
建立 的 解析 几何 在 数学 史上 具有 划时代 的 意义 。 

笛 卡 儿 1596 年 3 月 31 日 生 于 法 国 小 镇 拉 埃 的 一 个 贵族 家 庭 。 因 
家 境 富裕 ,从 小 多 病 , 学 校 允许 他 在 床上 早 读 , 养 成 终生 沉思 的 习惯 和 
孤僻 的 性 格 。1606 年 他 在 欧洲 最 有 名 的 贵族 学 校 一 一 耶稣 会 的 拉 弗 菜 
什 学 校 上 学 ,1616 年 在 普 依托 大 学 学 习 法 律 与 医学 ,对 各 种 知识 特别 是 数学 深 感 兴趣 。 在 
军队 服役 和 周游 欧洲 时 他 继续 注意 “收集 各 种 知识 "随处 对 遇见 的 种 种 事物 注意 思考 ”， 
1629 一 1649 年 在 荷兰 写成 (方法 论 )(1637) 及 其 附录 《几何 学 )《 屈 光学 )《 气 象 学 》(1644)。 
1650 年 2 月 11 日 卒 于 斯 德 哥 尔 摩 , 死 后 还 出 版 有 《 论 光 )(1664) 等 。 

他 的 哲学 与 数学 思想 对 历史 的 影响 是 深远 的 。 人 们 在 他 的 墓碑 上 刻下 了 这 样 一 句 话 : 
“ 笛 卡 儿 , 欧 洲 文艺 复兴 以 来 ,第 一 个 为 人 类 争取 并 保证 理性 权利 的 人 。” 

笛 卡 儿 最 杰出 的 成 就 是 在 数学 发 展 上 创立 了 解析 几何 学 。 在 笛 卡 儿 时 代 , 代 数 还 是 一 
个 比较 新 的 学 科 , 几 何 学 的 思维 还 在 数学 家 的 头脑 中 占有 统治 地 位 。 稍 卡 儿 致力 于 将 代数 
和 几何 联系 起 来 的 研究 ,在 创立 了 坐标 系 后 ,于 1637 年 成 功 地 创立 了 解析 几何 学 。 他 的 这 
一 成 就 为 微 积 分 的 创立 黄 定 了 基础 。 解 析 几 何 直到 现在 仍 是 重要 的 数学 方法 之 一 。 笛 卡 儿 
不 仅 提出 了 解析 几何 学 的 主要 思想 方法 ,还 指明 了 其 发 展 方向 。 他 在 (几何 学 ) 中 ,将 逻辑 、 
几何 ,代数 方法 结合 起 来 ,通过 讨论 作 图 问题 , 匀 勒 出 解析 几何 的 新 方法 ,从 此 , 数 和 形 就 走 
到 了 一 起 , 数 轴 是 数 和 形 的 第 一 次 接触 。 解 析 几 何 的 创立 是 数学 史上 一 次 划时代 的 转折 。 
而 平面 直角 坐标 系 的 建立 正 是 解析 几何 得 以 创立 的 基础 。 直 角 坐 标 系 的 创建 ,在 代数 和 几 
何 上 架 起 了 一 座 桥梁 , 它 使 几何 概念 可 以 用 代数 形式 来 表示 ,几何 图 形 也 可 以 用 代数 形式 来 
表示 ,于 是 代数 和 几何 就 这 样 合 为 一 家 人 了 。 

正如 恩格斯 所 说 :“ 数 学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 。 有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 
了 变数 ,辩证 法 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 了 。” 笛 卡 儿 堪 称 17 
世纪 及 其 后 的 欧洲 哲学 界 和 科学 界 最 有 影响 的 巨匠 之 一 ,被 誉 为 “近代 科学 的 始祖 ”。 


2.2 解析 几何 的 发 展 


费 马 的 (轨迹 引 论 ) 虽 然 在 他 的 朋友 中 得 到 传播 ,但 迟 至 1679 年 才 出 版 。 币 卡 儿 对 于 几 
何 作 图 问题 的 强调 , 遮 珊 了 方程 和 曲线 的 主要 思想 。 事 实 上 ,许多 和 他 同时 代 的 人 认为 解析 
几何 主要 是 解决 作 图 问题 的 工具 ,甚至 莱 布 尼 茨 也 说 笛 卡 儿 的 工作 是 退回 到 古代 。 笛 卡 儿 
本 人 确实 知道 他 的 贡献 远 远 不 限于 提供 一 个 解决 作 图 问题 的 新 方法 。 他 在 《几何 学 ) 的 引言 
中 说 :“ 此 外 ,我 在 第 2 卷 中 所 做 的 关于 曲线 性 质 的 讨论 ,以 及 考查 这 些 性 质 的 方法 , 据 我 
看 , 远 远 超出 了 普通 几何 的 论述 ," 但 是 ,他 利用 曲线 方程 之 处 ,例如 ,解决 了 帕 波 斯 问题 , 找 
出 卵 形 线 的 性 质 等 ,大 大 地 被 他 的 作 图 问题 所 遮盖 。 解 析 几 何 传 播 速 度 缓慢 的 男 一 原因 ,是 
笛 卡 儿 坚 持 要 把 他 的 书写 得 使 人 难 懂 。 

还 有 一 个 原因 ,就 是 许多 数学 家 反对 把 代数 和 几何 混淆 起 来 ,或 者 把 算术 和 几何 混淆 起 
来 。 早 在 16 世纪 当代 数 正 在 兴起 的 时 候 ,已 经 有 过 这 种 反对 的 意见 了 。 塔 塔 利 亚 坚持 要 区 
别 数 的 运算 和 和 希腊 人 对 于 几何 物体 的 运算 。 他 襄 责 (原本 ) 的 译 者 不 加 区 别 地 使 用 
multiplicare( 乘 ) 和 ducere( 倍 ) 两 字 。 他 说 ,前 一 字 是 属于 数 的 ,后 一 字 是 属于 几何 量 的 。 
韦 达 也 认为 数 的 科学 和 几何 量 的 科学 是 平行 的 ,但 是 有 区 别 。 甚 至 牛顿 也 如 此 ,他 虽然 对 解 
析 几 何 有 贡献 ,而 且 在 微 积分 里 使 用 了 它 , 但 反对 把 代数 和 几何 混淆 起 来 。 

使 解析 几何 迟 迟 才 被 接受 的 又 一 原因 ,是 代数 被 认为 缺乏 严密 性 。 巴 罗 不 愿 承认 : 无 
理 数 除了 作为 表示 连续 几何 量 的 一 个 符号 外 ,还 有 别 的 意义 。 算 术 和 代数 从 几何 得 到 逻辑 
的 核实 ,因而 代数 不 能 替代 几何 ,或 与 几何 并 列 。 

上 述 种 种 ,虽然 阻碍 了 对 笛 卡 儿 和 费 马 贡 献 的 了 解 ,但 也 有 很 多 人 逐渐 采用 并 且 扩 展 了 
解析 几何 。 第 一 个 任务 是 解释 笛 卡 儿 的 思想 。Frans Van Schooten 将 (几何 学 》 译 成 拉丁 
文 ,于 1649 年 出 版 ,并 再 版 了 若干 次 ,这 本 书 不 但 在 文字 上 便于 所 有 的 学 者 ,而 且 添 了 一 篇 
评论 ,对 笛 卡 儿 的 精致 陈述 加 以 阐述 。John Wallis 在 ( 论 圆锥 曲线 ) 中 ,第 一 次 得 到 圆锥 曲 
线 的 方程 。 他 是 为 了 阐明 阿波 罗 尼 奥 斯 的 几何 条 件 翻译 成 代数 条 件 ,从 而 得 到 这 些 方程 的 。 
他 于 是 把 圆锥 曲线 定义 为 对 应 于 含 zx 和 y 的 二 次 方程 的 曲线 ,并 证 明 这 些 曲线 确实 就 是 几 
何 里 的 圆锥 曲线 。 他 很 可 能 是 第 一 个 用 方程 来 推导 圆锥 截 线性 质 的 人 。 他 的 书 非常 有 助 于 
传播 解析 几何 的 思想 。17 甚至 18 世纪 的 人 ,一般 只 用 一 根 坐 标 轴 (z 轴 ) ,其 y 值 是 沿 着 与 
> 轴 成 直角 或 斜 角 的 方向 画 出 的 。 牛 顿 所 引进 的 坐标 系 之 一 ,是 用 一 个 固定 点 和 通过 此 点 
的 一 条 直线 作 标 准 , 略 如 我 们 现在 的 极 坐标 系 。 由 于 牛顿 的 这 个 工作 直到 1736 年 才 为 世人 
所 知 ,而 James Bernoulli 于 1691 年 在 (教师 学 报 》 上 发 表 了 一 篇 基本 上 是 关于 极 坐 标的 文 
章 , 所 以 通常 认为 他 是 极 坐标 的 发 现 者 。 后 来 又 出 现 了 许多 新 的 曲线 和 它们 的 方程 。 

把 解析 几何 推广 到 三 维 空间 ,是 在 17 世纪 中 叶 开始 的 。 在 (几何 学 ?的 第 2 卷 中 , 笛 卡 
儿 指 出 ,容易 将 他 的 想法 应 用 到 所 有 这 样 的 曲线 , 即 可 以 看 作 使 一 个 点 在 三 维 空间 中 作 规则 
运动 时 所 产生 的 曲线 。 要 把 这 种 曲线 用 代数 表示 出 来 , 笛 卡 儿 的 计划 是 : 从 曲线 的 每 个 点 


处 作 线 段 垂 直 于 两 个 互相 垂直 的 平面 。 这 些 线段 的 端点 将 分 别 在 这 两 个 平面 上 绘 出 两 条 曲 
线 ,而 这 两 条 平面 曲线 就 可 用 已 知 的 方法 处 理 。 在 第 2 卷 的 前 一 部 分 里 , 笛 卡 儿 指 出 ,一 个 
含有 三 个 未 知 数 一 一 这 三 个 数 定 出 轨迹 上 的 一 点 C 一 一 的 方程 所 代表 的 C 的 轨迹 是 一 个 平 
面 ,一 个 球面 或 一 个 更 复杂 的 曲面 。 他 显然 体会 到 他 的 方法 可 能 推广 到 三 维 空间 中 的 曲线 
和 曲面 ,可 是 他 没有 进一步 去 考虑 这 种 推广 。 

费 马 在 1643 年 的 一 封 信里 ,简短 地 描述 了 他 的 关于 三 维 解析 几何 的 思想 。 他 谈 到 柱 
面 ,椭圆 抛物 面 、 双 叶 双 曲面 和 椭 球 面 。 然 后 他 说 ,作为 平面 曲线 论 的 顶峰, 应 该 研究 曲面 上 
的 曲线 。“ 这 个 理论 ,有 可 能 用 一 个 普遍 的 方法 来 处 理 , 我 有 空闲 时 将 说 明 这 个 方法 。 


2.3 解析 几何 的 重要 性 


解析 几何 的 创立 ,引入 了 一 系列 新 的 数学 概念 ,特别 是 将 变量 引入 数学 ,使 数学 进入 了 
一 个 新 的 发 展 时 期 ,这 就 是 变量 数学 的 时 期 。 解 析 几 何在 数学 发 展 中 起 了 推动 作用 。 

解析 几何 出 现 以 前 ,代数 已 经 有 了 相当 大 的 进展 ,因此 解析 几何 不 是 一 个 巨大 的 技术 成 
就 ,但 在 方法 论 上 却 是 一 个 了 不 起 的 创见 。 

(1) 笛 卡 儿 希 望 通过 解析 几何 给 几何 引进 一 个 新 的 方法 ,他 的 成 就 远 远 超过 他 的 希望 ， 
在 代数 的 帮助 下 ,不 但 能 迅速 地 证 明 关 于 曲线 的 某 些 事实 ,而 且 这 个 探索 问题 的 方式 ,几乎 
成 为 自动 的 了 。 这 套 研究 方法 甚至 是 更 为 有 力 的 , 当 用 字母 表示 正 数 、 负 数 ,甚至 以 后 代表 
复数 时 ,就 有 了 可 能 把 综合 几何 中 必须 分 别处 理 的 情形 用 代数 统一 处 理 了 。 例 如 ,综合 几何 
中 证 明 三 角形 的 高 交 于 一 点 时 ,必须 分 别 考虑 交点 在 三 角形 内 和 三 角形 外 ,而 用 解析 几何 证 
明 时 , 则 不 加 区 别 。 

它 提供 了 一 种 解决 一 般 问 题 的 方法 。 古 希腊 几何 中 的 许多 问题 都 是 个 别 地 解决 的 ,而 引 
人 解析 几何 后 就 可 以 用 解析 方法 (代数 方法 ) 作 一 般 性 的 处 理 。 例 如 几何 作 图 问题 就 是 在 有 限 
次 使 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 的 条 件 下 作出 所 要 求 的 图 形 的 问题 , 即 所 谓 “ 尺 规 作 图 *"。 如 果 
能 够 按 条 件 作出 所 求 图 形 , 则 称 这 个 问题 为 作 图 可 能 问题 ,这 时 图 形 叫 做 可 作 的 ; 如 果 作 不 出 所 
求 图 形 ,那么 可 分 为 两 种 情况 : 一 是 所 求 的 图 形 实际 不 存在 ,这 时 ,就 可 说 这 个 问题 是 不 成 立 的 ; 
二 是 所 求 的 图 形 是 存在 的 ,但 只 用 尺 规 无 法 作出 ,这 时 ,就 可 说 这 个 问题 是 作 图 不 可 能 的 。 

(2) 解析 几何 把 代数 和 几何 结合 起 来 ,把 数学 造成 一 个 双 面 工具 。 一 方面 ,几何 概念 可 
以 用 代数 表示 ,几何 的 目的 通过 代数 达到 ; 男 一 方面 ,给 代数 概念 以 几何 解释 ,可 以 直观 地 
掌握 这 些 概念 的 意义 ,又 可 以 得 到 启发 去 提出 新 的 结论 , 拉 格 朗 日 曾 把 这 些 优 点 写 进 他 的 
《数学 概要 》 中 :“ 只 要 代数 和 几何 分 道 扬 镰 , 它 们 的 进展 就 缓慢 ,它们 的 应 用 就 狭窄 ,但 是 当 
这 两 门 科学 结 成 伴侣 时 ,它们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 ,从 那 以 后 .就 以 快速 的 步伐 走向 完 
善 . "的确 ,17 世纪 以 来 数学 的 巨大 发 展 ,在 很 大 程度 上 应 归功 于 解析 几何 ,可 以 说 如 果 没 有 
解析 几何 的 预先 发 展 ,微分 学 和 积分 学 是 难以 想象 的 。 

(3) 解析 几何 的 显著 优点 在 于 它 是 数量 的 工具 。 这 个 数量 的 工具 是 科学 的 发 展 迫切 需 


要 的 ,17 世纪 一 直 公 开 要 求 的 。 例 如 当 开 普 勒 发 现行 星 沿 椭圆 轨道 绕 着 太阳 运动 ,伽利略 
发 现 抛 出 去 的 石子 沿 着 抛物 线 轨 道 飞 出 去 时 ,就 必须 计算 飞 驶 时 所 画 的 抛物 线 了 ,这 些 都 要 
求 提供 数量 的 工具 。 研 究 物理 世界 ,似乎 首先 需求 几何 ,物体 基本 上 的 几何 形象 ,运动 物体 
的 路 线 是 曲线 ,研究 它们 时 都 需要 数量 知识 ,而 解析 几何 能 使 人 们 把 形象 和 路 线 表 示 为 代数 
形式 ,从 而 导出 数量 知识 。 

(4) 为 数学 思想 的 发 展开 拓 了 新 的 天 地 。 

欧 几 里 得 (原本 ?建立 了 第 一 个 数学 理论 体系 ,在 数学 思想 发 展 中 占有 重要 的 地 位 。 解 
析 几 何 的 建立 则 把 数学 理论 推 向 一 个 新 的 高 度 , 为 新 数学 思想 的 发 展开 尽 了 新 天 地 。 

首先 是 数学 概念 得 到 进一步 概括 。 例 如 “曲线 ”概念 , 古 希 腊 人 只 限于 能 用 一 些 简 单 工 
具 ( 直 尺 、 圆 规 及 少数 其 他 机 械 ) 作 出 来 的 图 形 。 而 解析 几何 则 把 “曲线 ”概括 为 任意 的 几何 
图 形 , 只 要 它们 对 应 的 代数 方程 是 由 变量 的 有 限 次 代数 运算 所 构成 的 。 这 样 ,开辟 了 用 代数 
方法 研究 几何 问题 的 新 思路 。 

其 次 ,再 一 次 突破 直观 的 限制 ,打开 了 数学 发 展 的 新 思路 。 笛 卡 儿 和 费 马 首先 建立 起 来 
的 是 二 维 平 面 上 的 点 和 有 序 实 数 对 (z,y) 之 间 的 对 应 , 按 同 样 的 思想 ,不 难得 出 通过 三 个 坐 
标 轴 得 出 三 维 空间 的 点 和 实数 的 有 序 三 数组 (z,y'z) 之 间 的 对 应 关系 。 现 实 的 空间 仅 限于 
三 维 ,由 于 解析 几何 中 采用 了 代数 方法 ,平面 上 的 点 对 应 于 有 序 实数 对 ,空间 的 点 对 应 着 三 
元 有 序 实数 组 ,那么 代数 中 的 四 元 有 序 实数 组 当然 可 以 与 此 类 比 ,构成 一 个 四 维 空间 ,由 此 
类 推 ,提出 了 高 维 空间 的 理论 。 这 是 现代 数学 极 重 要 的 思想 ,开拓 和 了 数学 的 新 领域 。 

(5) 揭示 了 数学 的 内 在 统一 性 

虽然 在 欧 几 里 得 那里 几何 和 算术 (代数 ) 是 不 加 区 分 的 ,但 他 主要 是 应 用 后 来 才 称 之 为 
几何 学 的 方法 来 处 理 各 种 数学 问题 。16 世纪 代数 学 有 了 较 大 的 发 展 ,但 人 们 把 代数 和 几何 
严格 地 区 分 开 来 ,例如 塔 塔 利 亚 坚持 要 区 别 数 的 运算 和 几何 图 形 的 运算 。 韦 达 也 认为 数 的 
科学 和 几何 量 的 科学 是 平行 的 ,但 是 有 区 别 的 , 连 牛 顿 也 反对 把 几何 和 代数 混淆 起 来 。 这 种 
情况 反映 了 数学 的 分 化 和 各 学 科 深 入 发 展 的 需要 。 

解析 几何 把 几何 和 代数 结合 起 来 ,几何 概念 可 用 代数 方式 表示 ,几何 的 目标 ,可 通过 代 
数 达 到 ; 反 过 来 ,给 代数 语言 以 几何 的 解释 ,使 代数 语言 变 得 直观 ,易于 理解 。 解 析 几 何 是 
近代 统一 数学 的 第 一 次 尝试 , 它 符合 数学 发 展 的 规律 ,所 以 它 有 力 地 促进 了 数学 理论 的 发 展 
和 数学 在 科学 及 实践 中 的 应 用 。 


3 ”从 透视 学 到 射影 几何 


3.1 射影 几何 的 由 来 


在 古 希 腊 数 学 家 的 工作 中 ,已 略 见 射影 几何 的 端倪 。 阿 波 罗 尼 奥 斯 已 经 知道 完全 四 边 
形 的 调和 性 。 巴 布什 的 著作 中 已 有 了 对 合 概念 ,著名 的 巴 布 什 定理 就 是 他 的 研究 成 果 。 梅 


涅 劳 斯 定理 无 论 在 初等 几何 .解析 几何 还 是 射影 几何 中 都 是 著名 的 定理 。 

16 世纪 欧洲 数学 家 中 很 多 人 关心 阿波 罗 尼 奥 斯 的 (圆锥 曲线 论 ) 第 8 卷 的 恢复 与 整理 ， 
圆锥 曲线 在 天 文学 上 的 应 用 ,促使 人 们 需要 重新 审视 希腊 人 的 圆锥 曲线 ,以 及 其 他 高 等 曲 
线 。 光 学 本 是 希腊 人 的 兴趣 之 一 ,也 是 由 于 天 文 观测 的 需要 , 它 又 日 益 成 为 文艺 复兴 时 期 的 
一 个 重要 课题 。 不 过 文艺 复兴 时 期 给 人 印象 最 深 的 几何 创造 其 动力 却 来 自 于 艺术 。 

中 世纪 宗教 绘画 具有 象征 性 和 超 现实 性 。 而 文艺 复兴 时 期 ,描绘 现实 世界 成 为 绘画 的 
重要 目标 ,这 就 使 画家 们 在 将 三 维 现实 世界 绘制 到 二 维 的 画布 上 时 ,面临 这 样 一 些 问题 ; 

(1) 一 个 物体 的 同一 投影 的 两 个 截 影 有 什么 共同 的 性 质 ? 

(2) 从 两 个 光源 分 别 对 两 个 物体 投影 得 同一 物 影 ,那么 这 两 个 物体 有 何 共同 的 几何 
性 质 ? 

画家 们 所 摘出 来 的 聚焦 透视 法 体系 , 它 的 基本 思想 是 投影 和 截面 取景 原理 。 人 眼 被 当 
作 一 个 点 ,由 此 出 发 来 观察 实景 。 从 实景 上 各 点 出 发 , 通 往 人 眼 的 光线 形成 一 个 投射 锥 。 根 
据 这 一 体系 ,画面 本 身 必 含有 投射 锥 中 的 一 个 截 景 ,从 数学 上 讲 ,这 截 景 就 是 一 个 平面 与 投 
射 锥 相 截 的 一 部 分 截面 。 

如 图 1-10 所 示 , 现 设 人 眼 在 O 处 观察 水 平面 o 
上 的 一 个 矩形 ABCD。 从 O 到 失 形 四 边 上 各 点 的 
连 线 便 形成 一 个 投射 棱锥 ,其 中 OA,OB.OC 及 OD 
是 四 根 典 型 直线 。 若 人 眼 和 矩形 间 插 入 一 个 平面 ， 
则 投射 锥 上 诸 直 线 将 穿 过 那个 平面 ,并 在 其 上 勾画 
出 四 边 形 A'B'C'D'。 由 于 截面 ( 截 景 )A'B'C'D' 
对 人 有 眼 产生 的 视觉 印象 和 原 矩 形 一 样 ,所 以 人 们 
自然 要 间 ， 截 景 和 原 矩形 有 什么 公共 的 几何 性 质 ? 
从 直观 上 看 ,原形 和 截 景 既 不 重合 又 非 相 似 ,它们 
也 不 会 有 相同 的 面积 。 事 实 上 , 截 景 未 必 是 个 
矩形 。 

这 问题 的 一 个 推广 是 : 设 有 两 个 不 同 的 平面 以 任意 角度 与 这 同一 个 投射 锥 相 玲 得 到 两 
个 不 同 的 截 景 ,它们 有 什么 共同 的 性 质 ? 

这 问题 还 可 以 进一步 推广 。 设 矩形 ABCD 是 从 两 个 不 同 的 点 O' 及 O' 来 观察 。 于 是 就 
有 两 个 投射 锥 ,一 个 由 O 及 矩形 确定 ,第 二 个 由 0 及 算 形 确定 。 车 在 每 个 投射 锥 里 各 取 一 
截 景 , 则 由 于 每 一 截 景 应 与 矩形 有 某 些 共同 的 几何 性 质 , 则 此 两 截 景 也 应 有 某 些 共同 的 几何 
性 质 。 

17 世纪 的 一 些 几 何 学 者 就 开始 找 这 些 问题 的 答案 。 他 们 把 所 获得 的 方法 和 结果 看 成 
是 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 。 然 而 ,这 些 方法 和 结果 大 大 丰富 了 欧 几 里 得 几何 的 内 容 , 但 其 本 
身 却 是 几何 一 个 新 分 支 的 开端 ,这 个 分 支 到 了 19 世纪 就 被 人 称 为 射影 几何 。 


对 于 透视 法 所 产生 的 问题 从 数学 上 直接 给 予 解答 的 第 一 个 人 是 德 沙 格 了 ?。 他 第 一 次 将 
圆锥 曲线 看 成 圆 的 透视 图 形 。 他 用 透视 方法 研究 几何 学 ,涉及 无 穷 远 元 素 ,奠定 了 射影 空间 
的 基础 ,并 且 使 射影 变换 成 为 可 能 。 他 还 研究 了 直线 上 点 列 的 对 合 ,并 证 明了 关于 通过 四 个 
不 动 中 心 的 圆锥 曲线 束 与 直线 相交 得 到 对 合 的 及 一 般 的 定理 。 他 关于 透视 三 角形 的 德 沙 格 
定理 更 是 众所周知 的 。 他 的 工作 为 综合 射影 几何 打下 了 基础 。 他 希望 证 明 阿波 罗 尼 奥 斯 贺 
锥 曲线 定理 而 着 手 研究 投影 法 。1636 年 ,他 发 表 了 第 一 篇 关于 透视 法 的 论文 ,但 他 的 主要 
著作 则 是 1639 年 发 表 的 ( 试 论 锥 面 截 一 平面 所 得 结果 的 初稿 ), 书 中 引入 70 多 个 射影 几何 
术语 ,其 中 一 些 相当 古怪 ,如 投影 线 叫 * 棕 ”, 标 有 点 的 直线 叫 " 干 ”, 其 上 有 三 点 成 对 合 关系 的 
直线 叫 * 树 等。 使 得 他 的 书 临 涩 难 仅 , 因 而 影响 很 小 。 但 这 部 著作 确实 充满 了 创造 性 的 思 
想 , 其 中 之 一 就 是 他 从 焦点 透视 的 投影 与 截 影 原 理 出 发 ,对 平行 线 引 入 无 穷 远 点 的 概念 , 继 
而 获得 无 穷 远 线 的 概念 。 

德 沙 格 等 人 把 这 种 投影 分 析 方 法 和 所 获得 的 结果 , 视 为 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 ,从 而 在 
17 世纪 人 们 对 二 者 不 加 区 分 。 但 应 当 认识 到 ,当时 由 于 这 一 发 现 而 诱发 了 一 些 新 的 思想 和 
观点 : 

(1) 一 个 数学 对 象 从 一 个 形状 连续 变化 到 另 一 形状 ; 

(2) 变换 与 变换 不 变性 ; 

(3) 几何 新 方法 一 一 仅 关 心 几何 图 形 的 相交 与 结构 关系 ,不 涉及 度量 。 

男 一 位 著名 法 国 几何 学 家 帕斯卡 于 16 岁 时 写 出 了 《圆锥 曲线 研究 的 实验 》 给 出 了 圆锥 
曲线 的 内 接 六 角形 的 著名 的 帕斯卡 定理 。 他 把 这 个 定理 称 为 “神秘 的 六 角形 ”, 并 得 到 400 
个 推论 。 

不 过 17 世纪 数学 家 们 的 时 尚 是 理解 自然 和 控制 自然 ,用 代数 方法 处 理 数学 问题 一 般 更 
为 有 效 ,也 特别 容易 获得 实践 所 需 的 定量 结果 。 而 射影 几何 学 家 的 方法 是 综合 的 ,而 且 得 出 
的 结果 也 是 定性 的 ,不 那么 有 用 。 因 此 ,射影 几何 产生 后 不 久 , 很 快 就 让 位 于 代数 .解析 几何 
和 微 积 分 , 终 由 这 些 学 科 进 一 步 发 展 出 在 近代 数学 中 占 中 心地 位 的 其 他 学 科 。 德 沙 格 、 帕 斯 
卡 等 人 的 工作 与 结果 也 渐 被 人 们 所 遗忘 , 迟 至 19 世纪 才 又 被 人 们 重新 发 现 。 


3.2 射影 几何 的 发 展 
非 欧 几 里 得 几何 揭示 了 空间 的 弯曲 性 质 ,将 平 直 空间 的 欧 氏 几何 变 成 了 某 种 特例 。 实 


头 
际 上 ,如 果 将 欧 几 里 得 几何 限制 于 其 原先 的 含义 一 一 三 维 \ 平 直 、 刚 性 空间 的 几何 学 ,那么 
19 世纪 的 几何 学 就 可 以 理解 为 一 场 广 义 的 “ 非 欧 ” 运 动 : 从 三 维 到 高 维 ; 从 平 直到 弯曲 : …… 


四 德 沙 格 (G. Desargues,1591 一 1661)。 原 是 法 国 陆军 军官 ,后 来 成 为 工程 师 和 建筑 师 , 靠 自学 成 名 。 


而 射影 几何 学 ?的 发 展 ,又 从 另 一 个 方向 使 神圣” 的 欧 氏 几何 再 度 “ 降 格 ” 为 其 他 几何 的 特例 。 

在 19 世纪 以 前 ,射影 几何 一 直 是 在 欧 氏 几何 的 框架 下 被 研究 的 ,其 早期 开拓 者 德 沙 格 、 
帕斯卡 等 主要 是 以 欧 氏 几何 的 方法 处 理 问 题 ,并 且 他 们 的 工作 由 于 18 世纪 解析 几何 与 微 积 
分 发 展 的 洪流 而 被 人 遗忘 。 到 18 世纪 末 与 19 世纪 初 , 蒙 日 的 ( 画 法 几何 学 ) 以 及 蒙 日 学 生 
卡 诺 等 人 的 工作 ,重新 激发 了 人 们 对 综合 射影 几何 的 兴趣 。 不 过 ,将 射影 几何 真正 变革 为 具 
有 自己 独立 的 目标 与 方法 的 学 科 的 数学 家 ,是 曾 受 教 于 蒙 日 的 庞 斯 列 2。 庞 斯 列 1822 年 出 
版 了 《 论 图 形 的 射影 性 质 》, 这 部 著作 立即 掀起 了 19 世纪 射影 几何 发 展 的 巨大 波澜 , 带 来 了 
这 门 学 科 历 史上 的 黄金 时 期 。 与 德 沙 格 和 帕斯卡 等 不 同 , 庞 斯 列 并 不 限于 考虑 特殊 问题 。 
他 探讨 的 是 一 般 问 题 : 图 形 在 投射 和 截 影 下 保持 不 变 的 性 质 , 这 也 成 为 他 以 后 射影 几何 研 
究 的 主题 。 由 于 距离 和 交角 在 投射 和 截 影 下 会 改变 , 庞 斯 列 选择 并 发 展 了 对 合 与 调和 点 列 
的 理论 而 不 是 以 交 比 的 概念 为 基础 。 与 他 的 老师 蒙 日 也 不 同 , 庞 斯 列 采 用 中 心 投影 而 不 是 
平行 投影 ,并 将 其 提高 为 研究 问题 的 一 种 方法 。 在 实现 射影 几何 目标 的 一 般 研究 中 ,有 两 个 
基本 定理 扮演 了 重要 角色 。 

首先 是 连续 性 定理 , 它 涉及 通过 投影 或 其 他 方法 把 某 一 图 形变 换 成 另 一 图 形 的 过 程 中 
的 几何 不 变性 。 作 为 这 个 原理 的 一 个 例子 , 庞 斯 列举 了 圆 内 交 弦 的 截 段 之 积 相等 的 定理 , 当 
交点 位 于 圆 的 外 部 时 , 它 就 变 成 了 割 线 的 截 段 之 积 的 相等 关系 。 而 如 果 其 中 的 一 条 制 线 变 
成 圆 的 切线 ,那么 这 个 定理 仍然 成 立 , 只 不 过 要 把 这 条 制 线 的 截 段 之 积 换 成 切线 的 平方 (如 
图 1-117。 


4 BI 


图 1-11 


这 个 原理 卡 诺 也 曾 用 过 ,但 庞 斯 列 将 它 发 展 到 包括 无 穷 远 点 的 情形 。 因 此 ,我 们 总 可 以 
说 两 条 直线 是 相交 的 ,交点 或 者 是 一 个 普通 的 点 ,或 者 是 一 个 无 穷 远 处 的 点 (平行 线 的 情 
形 )。 除 了 无 穷 远 元 素 , 庞 斯 列 还 利用 连续 性 原理 来 引入 虚 元 素 。 例 如 两 个 相交 的 圆 ,其 公 
共 弦 当 两 圆 逐 渐 分 离 并 变 得 不 再 相交 时 ,就 成 为 虚 的 。 无 穷 远 元 素 与 虚 元 素 在 庞 斯 列 为 达 
到 射影 几何 的 一 般 性 工作 中 发 挥 了 重要 作用 。 


@ 射影 几何 学 ,研究 图 形 的 射影 性 质 , 即 它 们 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 。 一 度 也 叫做 投影 几何 学 。 在 经 典 几何 学 
中 ,射影 几何 处 于 一 种 特殊 地 位 ,通过 它 可 以 把 其 他 一 些 几何 联系 起 来 。 

@” 庞 斯 列 (J.V. Poncelet,1788 一 1867)。 曾 任 拿破仑 远征 军 的 工兵 中 尉 ,1812 年 莫斯科 战役 法 军 溃败 后 被 俘 , 度 过 
了 两 年 铁窗 生活 。 


庞 斯 列强 调 的 另 一 个 原理 是 对 偶 原理 。 射 影 几 何 的 研究 者 们 曾 注 意 到 ,平面 图 形 的 
“点 ”和 " 线 ?之 间 存 在 着 异乎 寻常 的 对 称 性 ,如 果 在 它 所 涉及 的 定理 中 ,将 "点 ? 换 成 “ 线 ”, 同 
时 将 “ 线 ” 换 成 “点 ”, 那 么 就 可 以 得 到 一 个 新 的 定理 。 

例如 考虑 著名 的 帕斯卡 定理 : 如 果 将 一 圆锥 曲线 的 6 个 点 看 成 是 一 个 六 边 形 的 顶点 ， 
那么 相对 的 边 的 交点 共 线 。 

它 的 对 偶 形 式 则 是 : 

如 果 将 一 圆锥 曲线 的 6 条 切线 看 成 是 一 个 六 边 形 的 边 ,那么 相对 的 顶点 的 连 线 共 点 。 

庞 斯 列 射 影 几何 工作 中 很 重要 的 一 部 分 ,就 是 为 建立 对 偶 原 理 而 发 展 了 配 极 的 一 般 理 
论 。 他 深入 研究 了 圆锥 曲线 的 极点 与 极 线 的 概念 ,给 出 了 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 到 极点 的 
变换 的 一 般 表 述 。 

与 庞 斯 列 用 综合 的 方法 为 射影 几何 奠基 的 同时 ,德国 数学 家 上 默 比 乌 斯 和 普 吕 克 开创 了 
射影 几何 研究 的 解析 (或 代数 ) 途 径 。 

到 了 1850 年 前 后 ,数学 家 们 对 于 射影 几何 与 欧 氏 几何 在 一 般 概念 与 方法 上 已 作出 了 区 
别 ,但 对 这 两 种 几何 的 逻辑 关系 仍 不 其 了 了 。 即 使 是 综合 派 的 著作 中 也 依然 在 使 用 长 度 的 
概念 ,例如 作为 射影 几何 中 心 概念 之 一 的 交 比 ,就 一 直 是 用 长 度 来 定义 的 ,但 长 度 在 射影 变 
换 下 会 发 生 改变 ,因而 不 是 射影 概念 。 数 学 家 施 陶 特 指出 : 射影 几何 的 概念 在 逻辑 上 要 先 
于 欧 氏 几何 概念 ,因而 射影 几何 比 欧 氏 几何 更 基本 。 施 陶 特 的 工作 鼓舞 了 英国 数学 家 凯 莱 
和 普 旭 克 的 学 生 克 莱 因 进一步 在 射影 几何 概念 基础 上 建立 欧 氏 几何 乃至 非 欧 几何 的 度量 性 
质 , 明 确 了 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 都 是 射影 几何 的 特例 ,从 而 为 以 射影 几何 为 基础 来 统一 各 种 
几何 学 铺 平 了 道路 。 

此 外 ,射影 几何 进入 中 国 , 归 功 于 数学 教育 家 、 几 何 学 家 姜 立 夫 教 授 。 早 在 1916 年 ,他 
就 在 当时 的 (科学 ) 杂 志 上 发 表 ( 形 学 歧义 》, 率先 将 射影 几何 介绍 给 国人 。 他 亲自 从 事 射 影 
几何 等 数学 课程 的 教学 ,他 还 将 大 几何 学 家 嘉 当 阐述 正 交 标 架 法 和 外 微分 法 的 名 著 《 黎 曼 几 
何 学 ?介绍 到 中 国 ,为 我 国 几何 学 发 展 作出 了 重要 贡献 。 

我 国 著名 数学 家 苏 步 青 教授 在 学 生 时 代 就 发 表 了 《关于 Fekete 定理 的 注 记 》 的 出 色 论 
文 。 从 1928 年 起 ,他 陆续 发 表 了 《 仿 射 空间 曲面 论 )《 射 影 曲 线 概论 )?《 射 影 曲面 概论 》《 射 
影 共 罗 网 概论 ?等 专著 和 大 量 论文 。 在 我 国 他 首先 用 分 析 工 具 研究 仿 射 和 射影 几何 ,并 在 这 
个 领域 作出 了 杰出 贡献 。 他 亲自 参加 高 等 几何 的 教学 工作 , 写 出 了 《高 等 几何 讲义 》 和 《射影 
几何 五 讲 ) 等 教科 书 ,直到 80 岁 高 龄 还 为 中 学 数学 教师 讲授 射影 几何 知识 。 苏 步 青 教授 是 
我 国 几何 领域 的 代表 人 物 , 他 的 奋斗 史 是 我 国 几何 发 展 史 的 重要 组 成 部 分 。 

20 世纪 中 叶 , 国 际 数学 界 刊 起 了 一 股 轻视 几何 的 风 , 这 股 风 也 蔓延 到 中 国 。 因 此 ,50 年 
代 末 期 ,师范 院 校 的 几何 课 被 大 大 削弱。 在 一 些 大 学 .射影 几何 被 取消 ,再 加 上 “文化 大 革 
命 " 十 年 浩劫 ,射影 几何 的 研究 和 教学 濒临 天 折 。20 世纪 60 年 代 , 随 着 拓扑 学 和 微分 流 形 
理论 的 发 展 ,基础 数学 呈现 出 综合 的 倾向 ,一 些 好 的 新 成 果 综 合 了 分 析 、 代 数 和 几何 的 最 新 
成 就 ,人 们 再 次 认识 到 几何 学 不 能 被 削弱 。1982 年 9 月 在 沈阳 召开 的 中 国 数学 理事 会 上 ， 


作出 了 加 强 几 何 分 支 的 决定 ,要 求 高 师 开设 好 高 等 几何 课 ( 主 要 内 容 为 射影 几何 ) ,综合 大 学 
要 在 解析 几何 课 中 加 进 射 影 几 何 的 内 容 。1983 年 以 后 ,陆续 出 版 了 一 批 这 方面 教材 。 

近 三 四 十 年 来 , 仿 射 微分 几何 取得 了 辉煌 的 成 就 ,主要 表现 在 非常 深入 复杂 的 完备 仿 
射 球 分 类 的 完成 。 著 名 华裔 数学 家 邱 成 桐 、 郑 绍 远 教 授 在 这 方面 作出 了 杰出 贡献 。 


3.3 平面 射影 几何 公理 体系 


第 一 组 ”接合 公理 

I1 通过 两 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 直线 ; 

I: 两 条 直线 通过 一 点 且 仅 一 点 ; 

I 存在 四 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ; 

TI， ( 德 沙 格 定理 ) 若 AAABC 与 人 A'B'C' 中 对 应 顶点 的 连 线 AA', BB',CC' 共 点 , 则 对 
应 边 的 交点 P=BCNB'C',Q=CANCA',R=ABNA'B' 共 线 。 

欧 氏 几何 的 顺序 公理 所 用 的 基本 概念 是 “ 介 于 ”或 在 …… 之 间 ”"。 可 是 ,射影 直线 是 闭 
合 的 ,如 像 一 个 圆 ,其 上 任意 一 点 总 是 介 于 其 他 两 点 之 间 的 。 因 此 射影 直线 上 的 顺序 公理 不 
得 不 换 一 个 新 的 基本 概念 。 人 们 用 “分 隔 ”0 这 个 名 词 。 射 影 直 线 上 一 对 点 A,B 如 果 被 另 
一 对 点 C,D 分 隔 , 就 写作 A,B :C ,D, 如 果 不 被 分 隔 就 写作 A,B 一 C,D。 

第 二 组 ”顺序 公理 

[， 若 A,B :C,D, 则 A,B,C,D 共 线 而 互 异 。 

I。 若 三 点 A,B,C 共 线 4, 则 wu 上 必 有 一 点 DD 使 有 A.B :C,D。 

I， 车 A,B :C,D, 则 B,A :CC,D 且 C.D 4A,B( 即 两 对 边 的 分 隔 是 相互 的 ,地 位 是 
均等 的 ,每 一 对 的 两 个 点 的 地 位 也 是 均等 的 )。 

J。 车 A,B,C.D 为 共 线 而 互 异 的 四 点 , 则 有 唯一 方法 将 它们 分 成 相互 分 隔 的 两 对 。 


[4 Ee 
Ts 车 和,B,G,D,E 为 坟 En , 则 A,B 二 D,E。 
E 


A,B*=C,D 
Ts 设 A.B.C.D.E 共 线 , 攻 | : 则 A.B~D.E,。 
A,B-C,E 


I 中 心 射影 将 分 隔 的 两 对 点 变 为 分 隔 的 两 对 点 ,将 不 分 隔 的 两 对 点 变 为 不 分 隔 的 两 
对 点 。 
第 三 组 ”连续 公理 


从 接合 公理 和 顺序 公理 推出 直线 上 有 无 穷 多 个 点 ,它们 构成 的 集合 跟 有 理 数 集合 成 一 


@。 射影 直线 上 互 异 的 四 点 A,B,C,D, 若 有 (AB,CD) 一 46 2 一 0, 则 称 A,B 这 一 对 点 分 隔 C,D 这 一 对 点 。 车 
(4AB,CD)>0 则 称 A,B 这 一 对 点 不 分 隔 C,D 这 一 对 点 。 


4 一 非 欧 几 何 的 产生 与 非 欧 几 何 公 理 


一 对 应 。 由 这 些 点 不 能 构成 连续 直线 。 为 此 ,引进 连续 公理 ; 
设 直线 上 两 点 A,B 将 直线 分 为 两 线段 , 取 定 其 中 一 个 。 将 这 一 线段 上 的 所 有 点 分 作 两 
类 ,A 属 第 一 类 ,B 属 第 二 类 。 以 X 表示 第 一 类 中 A 以 外 的 任 一 点 ,以 Y 表示 第 二 类 中 B 
以 外 的 任 一 点 。 若 对 于 任意 一 对 点 和 与 了 总 有 A,Y 汉 ,B, 则 所 取 线 段 上 必 有 一 点 C( 或 
属 第 一 类 ,或 属 第 二 类 ) 存 在 ,使 得 对 于 C 以 外 的 任 一 对 点 X 和 Y, 总 有 
A,C X,Y; C,B X,Y, 


4 非 欧 几何 的 产生 与 非 欧 几 何 公理 体系 


4.1 非 欧 几何 的 产生 背景 


非 欧 几何 的 起 源 可 以 追溯 到 人 们 对 欧 几 里 得 平行 公设 的 怀疑 。 从 古 希 腊 时 代 到 公元 
1800 年 间 , 数 学 家 们 虽然 一 直 坚 信 欧 氏 几 何 的 完美 与 正确 ,但 是 欧 氏 几何 的 所 有 公设 中 , 唯 
独 平 行 公设 显得 比较 特殊 。 它 的 叙述 不 像 其 他 公设 那样 简洁 .明了 ,当时 就 有 人 人 怀疑 它 不 像 
一 个 公设 而 更 像 是 一 个 定理 ,于 是 许多 数学 家 都 尝试 根据 欧 几 里 得 的 其 他 公理 去 证 明 欧 几 
里 得 平行 公理 ,结果 都 归 失 败 。 

就 连 欧 几 里 得 本 人 对 这 条 公设 似乎 也 心 存 犹豫 ,并 竭力 推迟 它 的 使 用 ,在 4 原本》 中 ,一 
直到 第 1 卷 命题 29 才 不 得 不 利用 它 。 历 史上 第 一 个 证 明 第 五 公设 的 重大 尝试 是 古 希 腊 天 
文学 家 托 勒 玫 做 出 的 ,后 来 普 洛 克 和 鲁 斯 指出 托 勒 玫 的 “证 明 ” 无 意 中 假定 了 过 直线 外 一 点 只 
能 作 一 条 直线 平行 于 该 直线 ,这 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 。 

阿拉 伯 数 学 家 在 评注 (原本 ;的 过 程 中 ,对 第 五 公设 产生 了 兴趣 。 不 少 人 试图 证 明 这 条 
公设 ,如 焦 赫 里 、 塔 比 ， 伊 本 ，。 库 拉 \、 伊 本 ， 海 塞 姆 奥马， 海 亚 姆 以 及 纳西 尔 ， 丁 等 人 。 奥 
马 ， 海 亚 姆 在 其 ( 辨 明 欧 几 里 得 公设 中 的 难点 X1077) 中 ,试图 证 明 平 行 公 设 。 其 做 法 是 , 作 
DA 和 CB 同时 垂直 于 AB , 且 令 DA 二 CB, 构 造 一 个 四 边 形 ABCD。 首 先 证 明和 ADC= 
达 BCD。 它们 的 大 小 存在 三 种 情况 : 直角 ; 钝 角 ; 锐角 。 他 用 反 证 法 ,说 明了 后 两 种 情形 所 
出 现 的 矛盾 ,等 价 于 证 明了 第 五 公设 。 他 在 证 明 过 程 中 ,实际 上 引用 了 与 第 五 公设 等 价 的 假 
设 : 两 条 直线 如 果 越 来 越 近 , 那 么 它们 必定 在 这 个 方向 上 相交 。 

奥马 。 海 亚 姆 的 证 明 被 纳西 尔 。 丁 所 继承 ,纳西 尔 。 丁 在 他 的 两 种 4 原本》 译注 中 都 讨 
论 了 平行 公理 ,其 ( 令 人 满意 的 论著 ) 一 书 是 关于 平行 公设 研究 的 专著 。 对 于 奥马 ， 海 亚 姆 
的 四 边 形 , 他 也 通过 证 明了 ADC== BCD 二 90", 以 推出 第 五 公设 。 为 此 ,纳西 尔 。 丁 也 用 
反 证 法 考虑 : 车 BCD 为 钝 角 , 则 可 作 CE 上 DC,. 有 一 CEA 之 CBA 一 90 ,为 钝 角 , 故 又 可 
作 EF | AB, 同 理 人 EFD 为 钝 角 . 显 然 BC 二 CE( 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 )。 如 此 一 直 
作 下 去 ,有 BC 二 CE 二 EF 二 FG 二 GH 二 HI<…, 这 些 折线 向 左 越 来 越 大 ,最 后 必然 大 于 
DA, 于 是 出 现 了 矛盾 。 从 而 证 明了 了 ADC 二 了 BCD 二 90"。 实 际 上 ,纳西 尔 、 丁 的 证 明 没 有 考虑 


到 折线 向 左 延展 过 程 中 , 越 来 越 密 , 以 至 永远 不 能 超过 AB 的 中 点 ,更 不 用 说 到 达 DA 的 边 。 

文艺 复兴 时 期 对 希腊 学 术 兴趣 的 恢复 使 欧洲 数学 家 重新 关注 起 第 五 公设 。 在 17 世纪 
研究 过 第 五 公设 的 数学 家 有 沃 利 斯 等 。 但 每 一 种 * 证 明 ” 要 么 隐 含 了 另 一 个 与 第 五 公设 等 价 
的 假设 ,要么 存在 着 其 他 形式 的 推理 错误 。 而 且 , 这 类 工作 中 的 大 多 数 对 数学 思想 的 进展 没 
有 多 大 的 现实 意义 。 因 此 ,在 18 世纪 中 叶 , 达 朗 贝 尔 曾 把 平行 公设 的 证 明 问题 称 为 "几何 原 
理 中 的 家 丑 ”。 但 就 在 这 一 时 期 前 后 ,对 第 五 公设 的 研究 开始 出 现 有 意义 的 进展 。 在 这 方面 
的 代表 人 物 是 意大利 数学 家 萨 凯 里 、 德 国 数学 家 克 吕 格 尔 和 瑞士 数学 家 兰 伯 特 。 

萨 凯 里 首先 使 用 归 廖 法 来 证 明 平行 公设 。 他 在 一 本 名 叫 
《 欧 几 里 得 无 懈 可 击 》 的 书 中 ,从 著名 的 “ 萨 凯 里 四 边 形 ”出 发 
来 证 明 平行 公设 。 萨 凯 里 四 边 形 是 一 个 等 腰 双 直角 四 边 形 ， 
如 图 1-12 所 示 , 其 中 AC=BD,~A=B 且 为 直角 。 

不 用 平行 公设 容易 证 明 人 C= 人 D。 萨 凯 里 指出 , 顶 角 具 
有 三 种 可 能 性 并 分 别 将 它们 命名 为 图 112 

直角 假设 : LC 和 LD 是 直角 ; 

钝 角 假 设 : ZC 和 LD 是 钝 角 ; 

锐角 假设 : LC 和 LD 是 锐角 。 

可 以 证 明 , 直 角 假 设 与 第 五 公设 等 价 。 萨 凯 里 的 计划 是 证 明 后 两 个 假设 可 以 导致 矛盾 ， 
根据 归 廖 法 就 只 剩 第 一 个 假设 成 立 ,这 样 就 证 明了 第 五 公设 。 萨 凯 里 在 假定 直线 为 无 线 长 
的 情况 下 ,首先 由 钝 角 假 设 推出 了 了 矛盾 ,然后 考虑 锐角 假设 ,在 这 一 过 程 中 他 获得 了 一 系列 
新 奇 有 趣 的 结果 ,如 三 角形 三 内 角 之 和 小 于 两 个 直角 ; 过 给 定 直 线 外 一 给 定点 ,有 无 穷 多 条 
直线 不 与 该 给 定 直线 相交 ,等 等 。 虽 然 这 些 结果 实际 上 并 不 包含 任何 矛盾 ,但 萨 凯 里 认为 它 
们 太 不 合 情 理 , 便 以 为 自己 道 出 了 了 矛盾 而 判定 锐角 假设 是 不 真实 的 。 

萨 凯 里 的 工作 激发 了 数学 家 们 进一步 的 思考 。1763 年 , 克 如 格 尔 在 其 博士 论文 中 首先 
指出 萨 凯 里 的 工作 实际 上 并 未 导出 矛盾 ,只 是 得 到 了 似乎 与 经 验 不 符 的 结论 。 克 昌 格 尔 是 
第 一 个 对 平行 公设 能 够 由 其 他 公理 加 以 证 明 表 示 怀 疑 的 数学 家 。 他 的 见解 启发 兰 伯 特 对 这 
一 问题 进行 更 加 深入 的 探讨 。1766 年 , 兰 伯 特 写 出 了 《平行 线 理论 ) 一 书 。 在 书 中 ,他 也 像 
萨 凯 里 那样 考虑 了 一 个 四 边 形 . 不 过 他 是 从 一 个 三 直角 四 边 形 出 发 ,按照 第 四 个 角 是 直角 、 
钝 角 还 是 锐角 做 出 了 三 个 假设 。 由 于 钝 角 假 设 导致 矛盾 ,所 以 他 很 快 就 放弃 了 。 与 萨 凯 里 
不 同 的 是 , 兰 伯 特 并 不 认为 锐角 假设 导出 的 结论 是 矛盾 ,而 且 他 认识 到 一 组 假设 如 果 不 引 起 
矛盾 的 话 , 就 提供 了 一 种 可 能 的 几何 。 因 此 , 兰 伯 特 最 先 指出 了 通过 替换 平行 公设 而 展开 新 
的 无 矛盾 的 几何 学 的 道路 。 萨 凯 里 、 克 吕 格 尔 和 兰 伯 特等 ,都 可 以 看 成 是 非 欧 几 何 的 先行 
者 。 然 而 ,他 们 走 到 了 非 欧 几何 的 门槛 前 , 却 由 于 各 自 不 同 的 原因 或 者 却步 后 退 , 或 者 徘徊 
不 前 。 突 破 具 有 两 千年 根基 的 欧 氏 几何 传统 的 束缚 ,需要 更 高 大 的 巨人 。 

直到 18 世纪 末 , 几 何 领 域 仍 然 是 欧 几 里 得 一 统 天 下 。 解 析 几 何 改变 了 几何 研究 的 方 
法 ,但 没有 从 实质 上 改变 欧 氏 几何 本 身 的 内 容 。 解 析 方 法 的 运用 ,虽然 在 相当 长 的 时 间 内 冲 


淡 了 人 们 对 综合 几何 的 兴趣 ,但 欧 几 里 得 几何 作为 数学 严格 性 的 典范 始终 保持 着 神圣 的 地 
位 。 许 多 数学 家 都 相信 欧 几 里 得 几何 是 绝对 真理 。 例 如 巴 罗 就 曾 列举 8 点 理由 来 肯定 欧 氏 
几何 ,说 它 概念 清晰 ; 定义 明确 ; 公理 直观 可 靠 而 且 普遍 成 立 ; 公设 清楚 可 信和 且 易 于 想象 ; 
公理 数目 少 ; 引出 量 的 方式 易于 接受 ; 证 明 顺 序 自然 ; 避免 未 知事 物 , 他 因而 竭力 主张 将 数 
学 包括 微 积分 都 建立 在 几何 基础 之 上 。17、18 世纪 的 哲学 家 从 霍 布 斯 洛克 到 康德 ,也 都 从 
不 同 的 出 发 点 认为 欧 氏 几何 是 明白 的 和 必然 的 。 

19 世纪 ,德国 数学 家 高 斯 、 俄 国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 和 匈牙利 数学 家 波 尔 约 等 人 各 自 
独立 地 认识 到 这 种 证 明 是 不 可 能 的 ,也 就 是 说 平行 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 ,并 且 可 以 用 不 
同 的 "平行 公理 ” 蔡 代 欧 几 里 得 平行 公理 而 建立 非 欧 几 何 学 。 高 斯 关于 非 欧 几 何 的 信件 和 笔 
记 在 他 生前 一 直 没 有 公开 发 表 , 只 是 在 1855 年 他 去 世 后 出 版 时 才 引 起 人 们 的 注意 。 罗 巴 切 
夫 斯 基 和 波 尔 约 分 别 在 1830 年 前 后 发 表 了 他 们 的 关于 非 欧 几何 的 理论 。 在 这 种 新 的 非 欧 
几何 中 ,替代 欧 几 里 得 平行 公理 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 : 在 一 平面 上 ,过 已 知 直线 外 一 
点 至 少 有 两 条 直线 与 该 直线 共 面 而 不 相交 。 由 此 可 以 演绎 出 一 系列 全 新 的 无 矛盾 的 结论 。 
在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 。 当 时 罗 巴 切 夫 斯 基 称 这 种 几何 学 为 虚 几 何 学 ,后 
人 又 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ,简称 罗氏 几何 ,也 称 双 曲 几何 。 


4.2 非 欧 几何 的 形成 


非 欧 几何 的 形成 , 离 不 开 几 位 伟大 数学 家 的 突出 贡献 。 

在 非 欧 几何 正式 建立 之 前 , 它 的 技术 性 内 容 已 经 被 大 量 地 推导 出 来 。 但 最 先 认识 到 非 
欧 几 何 是 一 种 迎 辑 上 相 容 并 且 可 以 描述 物质 空间 、 像 欧 氏 几何 一 样 正确 的 新 几何 学 的 是 
高 斯 。 

高 斯 关于 非 欧 几何 学 的 思想 最 早 可 以 追溯 到 1792 年 , 即 高 斯 15 岁 那 年 。 那 时 他 已 经 
意识 到 除 欧 氏 几 何 外 还 存在 着 一 个 无 迎 辑 矛盾 的 几何 ,其 中 欧 氏 几何 的 平行 公设 不 成 立 。 
1799 年 他 开始 重视 开发 新 几何 的 内 容 , 并 在 1813 年 左右 形成 较 完整 的 思想 。 他 起 先 称 之 
为 “ 反 欧 几 里 得 几何 ”, 最 后 改称 为 “ 非 欧 几 里 得 几何 ”。 但 他 除了 在 给 朋友 的 一 些 信件 中 对 
其 非 欧 几何 的 思想 有 所 透露 外 .生前 并 没有 发 表 过 任何 关于 非 欧 几 何 的 论著 。 这 主要 是 因 
为 他 感到 自己 的 发 现 与 当时 流行 的 康德 空间 哲学 相抵 触 ,担心 世俗 的 攻击 。 他 曾 在 给 贝 塞 
尔 的 一 封 信 中 说 : 如 果 他 公布 了 自己 的 这 些 发 现 “ 黄 蜂 就 会 围 着 耳 条 飞 ”, 并 会 “引起 波 哀 
提 亚 人 的 叫 器 *"。 高 斯 深信 非 欧 几何 在 逻辑 上 相 容 并 确认 其 具有 可 应 用 性 。 虽 然 高 斯 生前 
没有 发 表 这 一 成 果 , 但 是 他 的 遗 稿 表 明 . 他 是 非 欧 几 何 的 创立 者 之 一 。 

匈牙利 数学 家 波 尔 约 .1802 年 12 月 15 日 生 于 科 洛 斯 保 。1860 年 1 月 27 日 病逝 于 毛 
罗 什 瓦 萨 尔 海 伊 。 他 的 父亲 数学 家 下 . 波 尔 约 是 高 斯 的 好 友 。 在 父亲 的 指导 下 ,他 少年 时 
就 学 习 了 微 积分 和 分 析 力 学 等 高 深 课程 ,喜好 数学 和 音乐 。1818 年 人 维也纳 皇家 工程 学 院 
接受 军事 教育 ,1822 年 毕业 后 在 军队 服役 10 年 .其间 坚持 数学 研究 ,创立 了 非 欧 几 里 得 几 


LS 


di 


何 。 波 尔 约 受 父亲 的 影响 , 曾 试图 用 欧 几 里 得 的 4 原本》 中 的 其 他 公理 证 明 平行 公理 。1820 
年 左右 转 而 潜心 研究 新 几何 学 的 构造 。1923 年 在 给 父亲 的 信 中 称 : 他 不 用 平行 公理 而 构 
造 了 一 种 几何 ,“ 从 无 到 有 ,我 创造 出 男 一 个 全 新 的 世界 ”。1825 年 ,他 给 父亲 看 了 他 关于 绝 
对 空间 理论 的 手稿 ,其 中 定义 的 绝对 空间 具有 如 下 结构 : 在 空间 的 平面 上 ,过 直线 外 一 点 有 
一 束 直线 不 与 原 直 线 相交 。 当 这 束 直 线 减 少 为 一 条 时 ,该 空间 就 是 欧 几 里 得 空间 。1831 
年 ,F. 波 尔 约 将 手稿 寄 给 高 斯 ,高 斯 称道 波 尔 约 的 工作 ,但 表示 不 能 公开 赞扬 ,因为 他 自己 
早已 得 到 相同 的 结果 (未 发 表 ) , 波 尔 约 深 憾 失 去 了 优先 权 。1832 年 ,他 的 论文 作为 他 父亲 
的 一 本 讨论 数学 基础 的 初等 著作 的 附录 发 表 , 题 为 (解释 绝对 真实 的 空间 科学 的 附录 》。 这 
是 他 生前 唯一 发 表 的 著作 ,但 未 引起 其 他 数学 家 的 关注 。 之 后 ,他 继续 研究 绝对 空间 中 的 三 
角形 和 球面 三 角形 的 关系 、 绝 对 空间 中 四 面体 的 体积 等 问题 。 
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俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 ,1792 年 12 月 1 日 生 于 俄国 高 尔 基 城 ,1856 年 12 月 24 日 卒 
于 喀 山 。1816 年 罗 巴 切 夫 斯 基 像 前 人 一 样 尝试 证 明 第 五 公设 ,但 不 久 发 现 , 所 有 的 这 种 证 
明 都 无 法 逃脱 循环 论证 的 错误 。 于 是 ,他 做 出 这 样 的 假定 : 在 平面 上 ,过 直线 外 一 点 可 以 有 
多 条 直线 不 与 原 直 线 相交 。 这 是 一 个 与 第 五 公设 对 立 的 命题 ,如 果 它 被 否定 , 那 无 异 于 证 明 
了 第 五 公设 。 但 是 ,他 发 现 不 仅 无 法 证 明 这 个 命题 ,而 且 将 它 与 绝对 几何 即 与 平行 公设 无 关 
的 几何 学 中 的 定理 一 起 展开 推论 ,可 以 得 到 一 系列 前 后 一 贯 的 命题 ,它们 构成 了 一 个 逻辑 合 
理 , 且 与 欧 氏 几何 彼此 独立 的 命题 系统 ,他 称 之 为 “ 虚 几 何 学 ”。 这 是 一 个 非 同 寻常 的 发 现 ， 
它 告 诉 人 们 数学 允许 同时 成 立 两 个 对 立 的 公理 体系 ,而 且 这 种 对 立体 系 具 有 同样 的 真理 性 。 

1826 年 2 月 23 日 罗 巴 切 夫 斯 基 以 (几何 学 原理 的 扼要 阐述 ,又 平行 线 定理 的 一 个 严格 
证 明 ) 为 题 ,宣读 了 他 的 关于 非 欧 几何 的 论文 .但 这 篇 革命 性 的 论文 没有 被 理解 而 未 予 通 过 。 
1829 年 他 将 这 一 卓越 发 现 写 进 了 《 论 几 何 学 基础 》, 并 在 ( 喀 山 通报 》 上 发 表 。 以 后 又 用 法 文 
发 表 了 《 虚 几 何 学 (1837)。 用 德 文 写 了 《平行 线 理论 的 几何 研究 )(1840)。 最 后 一 本 用 俄 、 
法 两 种 文字 写 的 《 泛 几 何 学 》, 在 他 逝世 前 一 年 发 表 。 

罗氏 几何 的 创立 没有 及 时 引起 重视 ,直到 他 去 世 后 12 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 证 明 
了 在 欧 氏 空间 的 伪 球 面 上 有 着 片断 的 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几 何 学 ,这 样 罗氏 几何 在 欧 氏 空间 
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的 曲面 上 得 到 解释 ,并 在 数学 上 得 到 确认 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 分 析 和 代数 学 方面 也 有 一 定 成 就 ,如 区 分 了 函数 的 可 微 性 与 连续 
性 的 概念 等 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 非 欧 几 何 的 基本 思想 与 高 斯 、 波 尔 约 是 一 致 的 , 即 用 与 欧 几 里 得 第 五 公设 

反 的 断言 : 通过 直线 外 一 点 ,可 以 引 不 止 一 条 而 至 少 是 两 条 直线 平行 于 已 知 直线 ,作为 蔡 
人 N 设 ,由 此 出 发 进行 逻辑 推导 而 得 出 一 连 串 新 几何 学 的 定理 。 罗 巴 切 夫 斯 基 明 确 指 出 ,这 
些 定理 并 不 包含 矛盾 ,因而 它 的 总 体 就 形成 了 一 个 逻辑 上 可 能 的 、 无 矛盾 的 理论 ,这 个 理论 
就 是 一 种 新 的 几何 学 一 一 非 欧 几 里 得 几何 学 。 

非 欧 几何 的 诞生 ,是 自 希腊 时 代 以 来 数学 中 一 个 重大 的 革新 步骤 。 高 斯 确实 看 到 了 非 
欧 几何 的 最 富 于 变革 性 的 含义 。 非 欧 几何 诞生 的 第 一 步 就 在 于 认识 到 : 平行 公理 不 能 在 其 
他 九条 公理 的 基础 上 证 明 。 它 是 独立 的 命题 ,所 以 可 以 采取 一 个 与 之 矛盾 的 公理 并 发 展 成 
为 全 新 的 几何 ,这 是 高 斯 和 其 他 人 做 的 。 但 是 高 斯 已 经 认识 到 欧 几 里 得 几何 并 非 必然 是 物 
质 空间 的 几何 , 亦 即 并 非 必然 的 公理 性 ,把 几何 和 力学 相提并论 ,并 断言 真理 性 的 品质 必须 
限于 算术 (及 其 在 分 析 中 的 发 展 )。 信 任 算术 本 身 是 奇怪 的 。 算 术 此 时 根本 尚 无 逻辑 基础 。 
确信 算术 代数 与 分 析 对 物质 世界 提供 真理 性 , 那 完全 是 根源 于 对 经 验 的 信赖 。 

非 欧 几 何 的 历史 以 惊人 的 形式 说 明 数 学 家 受 其 时 代 精 神 影响 的 程度 是 多 么 厉害 。 高 
斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 满 怀 信心 地 接受 了 新 几何 ,他 们 相信 他 们 的 几何 在 逻辑 上 是 相 容 
的 ,并 且 相 信 这 个 几何 和 欧 几 里 得 几何 一 样 正确 。 但 他 们 没有 证 明 新 几何 的 多 辑 相 容 性 。 
虽然 他 们 证 明 过 许多 定理 ,而 且 并 未 得 出 明显 的 矛盾 ,但 是 或 许 能 导出 矛盾 的 可 能 性 还 是 存 
在 的 。 如 果 这 一 情况 发 生 , 他 们 的 平行 公理 的 假设 便 会 不 正确 ,于 是 欧 几 里 得 的 平行 公理 将 
是 其 他 公理 的 推论 。 

波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 确 实 考 虑 到 了 相 容 性 问题 并 且 部 分 相信 它 , 因 为 他 们 的 三 角 学 
和 虚 半 径 球 面 上 的 三 角 学 相同 .而 球面 是 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 。 但 波 尔 约 并 不 满足 于 这 
个 论据 ,因为 三 角 学 本 身 并 不 是 完整 的 数学 系统 。 于 是 尽管 缺少 相 容 性 的 任何 证 明 , 或 者 是 
缺少 新 几何 的 可 能 应 用 性 ,高 斯 ` 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 接受 了 前 人 认为 荒 雇 的 东西 。 这 种 
接受 是 一 个 信仰 行动 , 非 欧 几 何 相 容 性 的 问题 在 其 后 40 年 仍然 悬而未决 。 
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高 斯 ,德国 人 。1777 年 4 月 30 日出生 于 德国 布 伦 斯 维 克 的 一 个 贫穷 的 自来水 工人 家 
庭 。 他 的 鼻 舅 是 一 个 很 有 才能 的 人 ,经 常 教 给 他 一 些 知识 .对 幼年 的 高 斯 影响 很 大 。1787 
年 高 斯 读 小 学 四 年 级 时 ,有 一 次 算术 教师 要 全 班 做 一 道 题 ,1 十 2 十 3 十 … 十 100 一 ? 事先 并 没 
有 讲 过 这 类 问题 。 教 师 刚 解释 完 题目 ,年 仅 10 岁 的 班 上 年 纪 最 小 的 学 生 高 斯 就 把 写 有 答案 
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5050 的 石板 交 了 上 去 。1791 年 ,经 校长 推荐 ,高 斯 得 到 一 位 公 荔 的 赏 
识 , 提 供 玩 助 ,让 他 到 布 鲁 林 学 院 学 习 。 该 院 的 一 位 教师 巴特 尔 斯 发 现 
了 他 的 天 才 之 后 ,就 与 其 共同 研读 牛顿 、 拉 格 朗 日 、 欧 拉 等 的 著作 。 后 来 
公 盏 又 资助 高 斯 于 1795 年 进入 哥 延 根 大 学 学 习 。1798 年 又 转 到 赫 尔 姆 
什 塔 特大 学 ,被 帕 夫 所 注意 ,他 成 了 高 斯 的 老师 和 朋友 。1799 年 高 斯 由 
于 证 明了 代数 学 的 基本 定理 而 获得 博士 学 位 。 后 来 回 到 布 伦 斯 维 克 , 撰 
写 了 一 些 出 色 的 论文 ,因而 1807 年 起 成 为 哥 延 根 大 学 的 常任 教授 和 天 
文 台 台 长 。 一 直 在 这 里 工作 至 1855 年 。 同 年 2 月 23 日 去 世 , 终 年 78 岁 。 

高 斯 几乎 对 数学 的 所 有 领域 都 作出 了 重大 贡献 ,是 许多 数学 学 科 的 开创 者 和 黄 基 人 。 

在 代数 学 方面 。 他 第 一 个 证 明了 任何 一 个 复 系 数 的 单 变量 的 代数 方程 都 至 少 有 一 个 复 
数 根 。 这 一 定理 被 称 为 代数 基本 定理 。 他 还 严谨 地 证 明了 任何 复 系 数 单 变 量 n 次 方程 有 nn 
个 复数 根 。 这 两 个 定理 的 证 明 , 黄 定 了 代数 方程 论 的 理论 基础 。 

在 数论 方面 。 高 斯 在 18 世纪 末 完 成 了 他 的 传世 之 作 《 算 术 研 究 》,1801 年 正式 出 版 。 
这 部 著作 给 数论 的 研究 揭 开 了 一 个 新 纪元 ,是 现代 数论 的 基石 。 以 后 的 100 年 间 , 几 何 所 有 
数论 方面 的 发 现 都 能 追溯 到 他 的 研究 里 去 。 

在 曲面 论 方面 。1828 年 他 发 表 了 巨著 《关于 曲面 的 一 般 研究 》, 书 中 提出 了 全 新 的 概 
念 , 即 一 张 曲 面 本 身 就 是 一 个 空间 的 观点 。 本 书 是 近代 微分 几何 的 开端 , 黄 定 了 关于 欧 氏 空 
间 中 曲面 的 内 冀 几 何 学 的 基础 。 

在 单 复 变 函数 论 方面 。 高 斯 提出 用 a 十 bi 表示 复数 ; 建立 了 直角 坐标 平面 上 点 与 复数 
的 一 一 对 应 ; 建立 了 复数 的 几何 加 法 和 乘法 。 

高 斯 还 有 大 量 成 果 在 生前 没有 发 表 , 其 中 最 著名 的 有 椭圆 防 数 和 非 欧 几何 。 早 在 1800 
年 他 已 经 发 现 了 椭圆 函数 ,得 到 了 许多 关键 性 的 结果 。1816 年 他 已 独立 建立 了 非 欧 几 何 的 
基本 原理 。 

高 斯 对 应 用 数学 也 作出 了 重要 贡献 。1801 年 他 创立 了 行星 杭 圆 轨道 法 ,成 功 地 解决 了 
由 有 限 个 观测 数据 来 确定 新 行星 的 轨道 的 问题 。 此 外 ,高 斯 在 大 地 测量 、 理 论 磁 学 与 实验 磁 
学 方面 也 有 重要 成 果 。 

高 斯 一 生 勤 奋 努 力 ,刻苦 钻研 ,治学 严谨 ,成 果 丰 硕 , 对 人 类 的 科学 事业 作出 了 巨大 贡 
献 。 他 一 生 共 发 表 论 著 155 篇 (部 ) ,被 后 人 誉 为 "数学 王子 ”。 他 是 最 后 一 位 卓越 的 古典 数 
学 家 ,又 是 一 位 杰出 的 现代 数学 家 。 他 不 仅 预见 了 19 世纪 的 数学 ,还 为 19 世纪 数学 的 发 展 
黄 定 了 基础 。 


4.3 非 欧 几何 的 发 展 与 确认 


非 欧 几何 从 发 现 到 获得 普遍 接受 .经 历 了 曲折 的 道路 。 要 达到 这 一 目标 ,需要 确实 地 建 
立 非 欧 几何 自身 的 无 矛盾 性 和 现实 意义 。 对 于 非 欧 几 何 的 承认 是 在 其 创造 者 死 后 才 获 得 
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的 。 德 国 数学 家 黎 曼 在 1854 年 发 展 了 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 的 思想 而 建立 了 一 种 更 广泛 的 几 
何 , 即 现在 所 称 的 黎 曼 几何 。 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何以 及 欧 氏 几何 都 不 过 是 这 种 几何 的 特例 。 
他 将 第 五 公设 改 为 “过 直线 外 一 点 不 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 "再 加 上 欧 氏 几何 与 罗氏 
几何 共有 的 4 组 9 条 公理 ,又 可 导出 一 整套 几何 学 ,这 套 几何 学 被 称 作 黎 曼 几何 。 非 欧 几 何 
在 通常 意义 下 指 的 是 罗氏 几何 及 黎 曼 几何 。 黎 曼 的 研究 是 以 高 斯 关于 曲面 的 内 蕴 微 分 几 
何 0 为 基础 的 。 黎 曼 1854 年 发 表 的 题 为 (关于 几何 基础 的 假设 ) 的 演讲 中 , 黎 曼 将 高 斯 关于 
欧 氏 空间 中 曲面 的 内 蕴 几 何 推 广 为 任 意 空 间 的 内 蕴 几 何 。 他 把 n 维 空间 称 作 一 个 流 形 ,n 
维 流 形 中 的 一 个 点 ,可 以 用 个 参数 zz! ,zs,… ,zx, 的 一 组 特定 值 来 表示 ,这 些 参 数 就 叫做 流 
形 的 坐标 。 

19 世纪 70 年 代 以 后 ,意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 、 德 国 数学 家 克 莱 因 和 法 国 数学 家 庞 加 
莱 等 人 先后 在 欧 几 里 得 空间 中 给 出 了 非 欧 几何 的 直观 模型 ,从 而 揭示 了 非 欧 几 何 的 现实 意 
义 。 至 此 , 非 欧 几何 才 真 正 获得 了 广泛 的 理解 。 

意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 在 1866 年 的 论著 ( 非 欧 几何 解释 的 尝试 一 文中 ,证 明了 非 欧 
平面 几何 (局 部 ) 实 现在 普通 欧 氏 空间 里 ,作为 伪 球 面 , 即 负 常数 高 斯 曲率 的 曲面 上 的 内 在 几 
何 ,这 样 , 非 欧 几何 的 相 容 性 问题 与 欧 氏 几何 相 容 性 的 事实 就 一 样 清晰 明了 。 贝 尔 特 拉 米 的 
模型 是 从 内 蕴 几 何 观 点 提出 的 ,曲面 * 伪 球面 "由 平面 忠 物 线 绕 其 浙 近 线 旋 转 一 周 而 得 。 贝 
尔 特 拉 米 证 明 , 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 片上 的 所 有 几何 关系 与 适当 的 “ 伪 球 面 " 片 上 的 几何 关系 
相符 合 ; 也 就 是 说 ,对 应 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 每 一 段 而 言 , 就 有 一 个 “ 伪 球 面 * 上 的 内 蕴 几 
何事 实 。 这 使 罗氏 几何 立刻 就 有 了 现实 意义 。 但 需 指 出 的 是 ,贝尔 特 拉 米 实现 的 并 非 整个 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 而 是 其 片段 上 的 几何 。 因 而 ,还 没有 解决 全 部 罗氏 几何 的 无 矛盾 性 问 
题 。 这 个 问题 不 久 就 被 克 莱 因 解决 了 。 

德国 数学 家 克 莱 因 在 1871 年 首次 认识 到 从 射影 几何 中 可 推导 出 度量 几何 ,并 建立 了 非 
欧 平 面 几 何 (整体 ) 的 模型 。 克 莱 因 的 模型 比 贝尔 特 拉 米 的 简单 明了 。 在 普通 欧 氏 平面 上 取 
一 个 圆 , 并 且 只 考虑 整个 圆 的 内 部 。 他 约定 把 圆 的 内 部 叫 * 平 面 ”, 圆 的 弦 叫 “直线 ”( 根 据 约 
定 将 蓄 的 端点 除外 ) 。 可 以 证 明 , 这 种 圆 内 部 的 普通 几何 事实 就 变 成 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 定 
理 , 而 且 反 过 来 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 的 每 个 定理 都 可 以 解释 成 圆 内 部 的 普通 几何 事实 。 这 
样 , 非 欧 几 何 相 容 性 问题 就 归结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 问题 ,这 些 结果 最 终 使 非 欧 几何 获得 了 
普遍 的 承认 。 

在 克 莱 因 之 后 , 庞 加 莱 也 对 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 给 出 了 一 个 欧 氏 模 型 。 这 样 一 来 ,就 使 非 
欧 几何 具有 了 至 少 与 欧 氏 几何 同等 的 真实 性 。 可 以 设想 .如果 罗氏 几何 中 存在 任何 矛盾 的 
话 , 那 么 这 种 矛盾 也 必然 会 在 欧 氏 几何 中 表现 出 来 ,也 就 是 说 ,只 要 欧 氏 几何 没有 了 矛盾 ,那么 


@ 内 曹 微分 几何 也 是 19 世纪 几何 学 的 重大 发 展 之 一 。 在 蒙 日 等 人 开创 的 微分 几何 中 ,曲面 是 在 欧 氏 空间 内 考察 
的 ,但 高 斯 1828 年 发 表 的 著作 《关于 曲面 的 一 般 研 究 ) 则 提出 了 一 种 全 新 的 观点 , 即 一 张 曲面 本 身 就 构成 一 个 空间 。 它 
的 许多 性 质 并 不 依赖 于 背景 空间 ,这 种 以 研究 曲面 内 在 性 质 为 主 的 微分 几何 称 为 “内 董 微分 几何 ”。 


罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 也 不 会 有 了 矛盾。 至 此 , 非 欧 几 何 作为 一 种 几何 的 合法 地 位 充分 建立 起 
来 了 。 

非 欧 几 何 的 创建 打破 了 欧 氏 几何 的 一 统 天 下 ,从 根本 上 革新 和 拓 广 了 人 们 对 几何 学 观 
念 的 认识 。1872 年 ,到 莱 因 从 变换 群 的 观点 对 各 种 几何 学 进行 了 分 类 ,提出 了 著名 的 埃 尔 
朗 根 纲领 ,这 个 纲领 对 于 几何 学 的 进一步 发 展 曾经 产生 重大 影响 。 

德国 数学 家 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 著名 的 《几何 基础 ) 一 书 , 严 密 地 建立 了 欧 几 里 得 
几何 的 公理 体系 , 它 由 五 组 公理 组 成 , 即 结合 公理 ,顺序 公理 、 合 同 公理 平行 公理 及 连续 公 
理 。 由 结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公理 、 连 续 公理 四 组 公理 所 建立 的 体系 称 为 绝对 几何 公理 
体系 。 绝 对 几何 公理 体系 加 上 罗氏 平行 公理 ,就 构成 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 公理 系统 。 绝 
对 几何 是 欧 氏 几何 与 罗氏 几何 的 公共 部 分 ,也 就 是 说 ,绝对 几何 的 全 部 公理 和 定理 在 两 种 几 
何 里 都 成 立 。 

非 欧 几何 的 创建 导致 人 们 对 几何 学 基础 的 深入 研究 。 希 尔 伯 特 于 1899 年 建立 了 欧 氏 
几何 的 公理 体系 。 继 几何 学 之 后 ,数学 家 们 又 建立 并 研究 了 如 算术 、 数 理 迎 辑 ` 概 率 论 等 一 
些 数 学 学 科 的 公理 系统 。 这 样 形成 的 公理 化 方法 已 称 为 现代 数学 的 重要 方法 之 一 。 

非 欧 几何 学 的 创建 不 仅 推广 了 几何 学 观念 ,而 且 对 于 物理 学 在 20 世纪 初期 所 发 生 的 关 
于 空间 和 时 间 的 物理 观念 的 改革 也 起 了 重大 作用 。 非 欧 几何 学 首先 提出 了 弯曲 的 空间 , 它 
为 更 广泛 的 黎 曼 几何 的 产生 创造 了 前 提 , 而 黎 曼 几何 后 来 成 了 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 数学 
工具 。 爱 因 斯 坦 和 他 后 继 者 在 广义 相对 论 的 基础 上 研究 了 宇宙 的 结构 。 按 照相 对 论 的 观 
点 ,宇宙 结构 的 几何 学 不 是 欧 几 里 得 几何 学 而 是 接近 于 非 欧 几何 学 。 许 多 人 采用 了 非 欧 几 
何 学 作为 宇宙 的 几何 模型 。 


5 几何 学 的 统一 与 公理 化 思想 


5.1 几何 学 的 统一 


在 数学 史上 , 罗 巴 切 夫 斯 基 被 称 为 “几何 学 上 的 哥 白 尼 ”。 这 是 因为 非 欧 几何 的 创立 不 
只 是 解决 了 两 千年 来 一 直 悬 而 未 决 的 平行 公设 问题 ,更 重要 的 是 它 引 起 了 关于 几何 观念 和 
空间 观念 的 最 深刻 的 革命 。 

首先 , 非 欧 几何 对 于 人 们 的 空间 观念 产生 了 极其 深远 的 影响 。 在 19 世纪 , 占 统治 地 位 
的 是 欧 几 里 得 的 绝对 空间 观念 。 非 欧 几 何 的 创始 人 无 一 例外 地 都 对 这 种 传统 观念 提出 了 挑 
战 。 高 斯 早 在 1817 年 就 在 给 朋友 的 一 封 信 中 写 道 :“ 我 越 来 越 深信 我 们 不 能 证 明 我 们 的 欧 
几 里 得 几何 具有 物理 的 必然 性 ,至 少 不 能 用 人 类 的 理智 一 一 给 出 这 种 证 明 。 或 许 在 另 一 个 
世界 中 我 们 可 以 得 以 洞悉 空间 的 性 质 .而 现在 这 是 不 可 能 达到 的 .高 斯 曾 一 度 把 他 的 非 欧 
几何 称 为 “星空 几何 ”, 而 从 罗 巴 切 夫 斯 基 到 黎 曼 ,他 们 也 都 相信 天 文 测量 将 能 判断 他 们 的 新 


所 尝 的 统 志 点 合理 


几何 的 真实 性 ,认为 欧 氏 公理 可 能 只 是 物理 空间 的 近似 写照 。 他 们 的 预言 ,在 20 世纪 被 爱 
因 斯 坦 的 相对 论 所 证 实 。 正 是 黎 曼 几何 为 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 提 供 了 最 恰当 的 数学 描 
述 ,而 根据 广义 相对 论 所 进行 的 一 系列 天 文 观测 实验 ,也 证 实 了 宇宙 流 形 的 非 欧 几 里 得 性 。 

其 次 , 非 欧 几何 的 出 现 打破 了 长 期 以 来 只 有 一 种 几何 学 即 欧 几 里 得 几何 学 的 局 面 。 
19 世纪 中 叶 以 后 ,通过 和 否定 欧 氏 几 何 中 这 样 或 那样 的 公设 .公理 ,产生 了 各 种 新 的 几何 学 ， 
除了 上 述 几 种 非 欧 几 何 外 ,还 有 如 非 阿 基 米 德 几 何 、, 非 德 沙 格 几何 ` 非 黎 曼 几何 有 限 几 何等 
等 ,加 上 与 非 欧 几何 并 行 发 展 的 高 维 几何 、 射 影 几何 ,微分 几何 以 及 较 晚 出 现 的 拓扑 学 等 ， 
19 世纪 的 几何 学 展现 了 无 限 广阔 的 发 展 前 景 。 在 这 样 的 形势 下 ,寻找 不 同 几何 学 之 间 的 内 
在 联系 ,用 统一 的 观点 来 解释 它们 , 便 成 为 数学 家 们 追求 的 一 个 目标 。 

统一 几何 学 的 第 一 个 大 胆 计划 是 由 德国 数学 家 克 莱 因 提 出 的 。1872 年 , 克 莱 因 被 聘 为 
埃 尔 朗 根 大 学 的 数学 教授 , 按 惯例 ,他 要 向 大 学 评议 会 和 哲学 院 作 就 职 演讲 , 克 莱 因 的 演讲 
以 ( 埃 尔 朗 根 纲领 著称 , 正 是 在 这 个 演讲 中 , 克 莱 因 基于 自己 早 些 时 候 的 工作 以 及 挪威 数学 
家 李 在 群 论 方面 的 工作 ,阐述 了 几何 学 统一 的 思想 : 所 谓 几 何 学 ,就 是 研究 几何 图 形 对 于 某 
类 变换 群 保持 不 变 的 性 质 的 学 问 ,或 者 说 任何 一 种 几何 学 只 是 研究 与 特定 的 变换 群 有 关 的 
不 变量 。 论 述 了 变换 群 在 几何 中 的 主导 作用 ,把 在 当时 所 发 现 的 所 有 几何 统一 在 变换 群 论 
观点 之 下 ,明确 地 给 出 了 几何 的 一 个 新 定义 ,把 几何 定义 为 一 个 变换 群 之 下 的 不 变性 质 。 埃 
尔 朗 根 纲领 的 提出 , 正 意味 着 对 几何 认识 的 深化 。 它 把 所 有 几何 化 为 统一 的 形式 ,使 人 们 明 
确 了 古典 几何 所 研究 的 对 象 ; 同时 显示 出 如 何 建立 抽象 空间 所 对 应 几何 的 方法 ,对 以 后 几 
何 的 发 展 起 了 指导 性 的 作用 , 故 有 深远 的 意义 。 这 样 一 来 ,不 仅 19 世纪 涌现 的 几 种 重要 的 、 
表面 上 互 不 相干 的 几何 学 被 联系 到 一 起 ,而 且 变换 群 的 任何 一 种 分 类 也 对 应 于 几何 学 的 一 
种 分 类 。 

例如 (就 平面 的 情况 ), 欧 几 里 得 几何 研究 的 是 长 度 、 角 度 、 面 积 等 这 些 在 平面 中 的 平移 
和 旋转 下 保持 不 变 的 性 质 。 平 面 中 的 平移 和 旋转 构成 一 个 变换 群 。 刚 性 平面 变换 可 以 用 代 
数 式 表示 为 


, 
f = QZ 十 alzy 十 ai， 


一 azizr 十 azzy 十 az 
其 中 anaz 一 alzazi 一 1。 
这 些 式 子 构成 了 一 个 群 的 元 素 , 而 将 这 种 元 素 结合 在 一 起 的 “运算 "就 是 依次 进行 这 种 
类 型 的 变换 。 容 易 看 出 ,如 果 在 进行 上 述 变 换 之 后 紧 接 着 进行 第 二 个 变换 
ei 


y = bax’ 十 pozy 十 02s， 
其 中 bu16w 一 012bz 一 1。 那 么 相继 进行 这 两 个 变换 的 结果 ,就 等 价 于 某 个 单一 的 这 一 类 型 的 
变换 将 点 (x,y) 变 成 点 (x,y)。 
如 果 在 上 述 变换 中 ,将 限制 aaa 一 aazaza 二 1 用 更 一 般 的 要 求 caaz 一 aizaza 天 0 来 蔡 


代 , 那 么 这 种 新 变换 也 构成 一 个 群 。 然 而 ,在 这 样 的 变换 下 ,长 度 和 面积 不 再 保持 不 变 ,不 过 
一 个 已 知 种 类 的 圆锥 曲线 (椭圆 ,抛物 线 或 双 曲 线 ) 经 过 变换 后 仍 是 同一 种 类 的 圆锥 曲线 。 
这 样 的 变换 称 为 仿 射 变 换 , 它 们 所 刻画 的 几何 称 为 仿 射 几 何 。 因 此 ,按照 克 莱 因 的 观点 , 欧 
几 里 得 几何 只 是 仿 射 几何 的 一 个 特例 。 


仿 射 几何 则 是 更 一 般 的 几何 
形式 : 


射影 几何 的 一 个 特例 。 一 个 射影 变换 可 以 写成 如 下 


7 _ anzr 十 atzy 十 als 
aal 工 十 aazy 十 aas 


QaT TT Q22y 423 
aaT Q32y Tas33 
其 中 as 的 行列 式 必须 非 零 。 射 影 变 换 下 的 不 变量 有 线性 、 共 线性 、 交 比 、 调 和 点 组 以 及 保持 
圆锥 曲线 不 变 等 。 显 然 ,如 果 aa 一 as 一 0 并 且 aas 一 1, 射影 变换 就 成 了 仿 射 变 换 。 
下 表 反 映 了 以 射影 几何 为 基础 的 克 莱 因 几何 分 类 中 一 些 主要 几何 间 的 关系 ， 
抛物 几何 ( 欧 几 里 得 几何 ) 
人 其 他 仿 射 几何 
射影 几何 单 重 档 加 几何 
双重 椭圆 几何 ( 黎 曼 几 何 ) 
双 曲 几何 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ) 
在 克 莱 因 的 分 类 中 ,还 包括 了 当时 的 代数 几何 和 拓扑 学 。 克 莱 因 对 拓扑 学 的 定义 是 “ 研 
究 由 无 限 小 边 形 组 成 的 变换 的 不 变性 ”。 这 里 “无 限 小 边 形 " 就 是 一 一 对 应 的 双方 连续 变换 。 
拓扑 学 在 20 世纪 才 获 得 独立 的 发 展 成 为 现代 数学 的 核心 学 科 之 一 。 克 莱 因 在 1872 年 就 提 
出 了 把 拓扑 学 作为 一 门 重要 的 几何 学 科 , 确 实 是 有 远见 的 看 法 。 
并 非 所 有 的 几何 都 能 纳入 克 莱 因 的 方案 ,例如 今天 的 代数 几何 和 微分 几何 ,然而 克 莱 因 
的 纲领 的 确 能 给 大 部 分 的 几何 提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,对 几何 思想 的 发 展 产生 了 持久 的 
影响 。 
克 莱 因 发 表 埃 尔 朗 根 纲领 时 年 仅 23 岁 。1886 年 ,他 受聘 哥 廷 根 大 学 担任 教授 。 他 的 
到 来 ,使 哥 廷 根 这 座 具有 高 斯 、 黎 曼 传统 的 德国 大 学 更 富 科学 魅力 ,在 被 引 向 哥 廷 根 的 许多 
年 轻 数 学 家 中 ,最 重要 的 一 位 是 希 尔 伯 特 。 和 希 尔 伯 特 在 来 到 哥 廷 根 三 年 以 后 ,提出 了 另 一 条 
对 现代 数学 影响 深远 的 统一 几何 学 的 途径 一 一 公理 化 方法 (此 方法 将 在 后 面 介 绍 ) 。 


Va 
y = 


5.2 几 种 几何 学 的 比较 


(1) 射影 几何 学 

根据 克 莱 因 的 观点 ,从 属于 射影 平面 上 的 射影 群 的 射影 平面 的 几何 学 就 是 射影 几何 学 。 
即 射影 几何 学 就 是 研究 在 射影 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换言之 ,经 过 射影 变换 ( 即 直射 变 
换 ) 不 变 的 性 质 , 即 为 射影 性 质 , 研 究 射影 性 质 的 学 科 就 是 射影 几何 。 


(2) 仿 射 几何 学 

根据 克 莱 因 的 观点 ,从 属于 拓 广 平面 上 的 仿 射 变换 群 的 拓 广 平面 ( 仿 射 平面 ) 的 几何 学 
就 是 仿 射 几何 学 , 即 仿 射 几何 学 就 是 研究 在 仿 射 变换 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换 言 之 ,经 过 
仿 射 变换 不 变 的 性 质 , 即 为 仿 射 性 质 ,研究 仿 射 性 质 的 学 科 就 是 仿 射 几何 。 

仿 射 几何 学 是 射影 几何 学 的 子 几 何 学 。 所 以 射影 性 质 都 是 仿 射 变换 下 的 不 变性 质 , 即 
仿 射 性 质 。 

(3) 欧 氏 几何 学 

根据 克 莱 因 的 观点 ,从 属于 欧 氏 平面 上 的 全 等 变换 群 ( 正 交 变 换 群 ) 的 欧 氏 平面 的 几何 
学 就 是 欧 氏 几何 学 , 即 欧 氏 几何 学 就 是 研究 在 全 等 变换 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换 言 之 ,经 
过 全 等 变换 不 变 的 性 质 , 即 为 度量 性 质 , 研 究 度量 性 质 的 学 科 就 是 欧 氏 几何 。 

欧 氏 几何 学 是 仿 射 几何 学 的 子 几何 学 ,也 是 射影 几何 学 的 子 几何 学 。 所 以 ,射影 性 质 、 
仿 射 性 质 都 是 全 等 变换 下 的 不 变性 质 。 

总 而 言 之 ,就 变换 群 的 大 小 而 言 , 射 影 群 忆 仿 射 群 忆 全 等 变换 群 ,但 就 它们 所 对 应 几何 
学 的 内 容 而 言 , 则 它们 的 关系 正好 相反 ,这 就 是 说 , 欧 氏 几何 学 的 内 容 最 丰富 ,射影 几何 学 的 
内 容 最 少 ,在 射影 几何 学 中 不 能 讨论 图 形 的 仿 射 性 质 和 度量 性 质 , 而 在 欧 氏 几何 里 则 可 以 讨 
论 仿 射 几何 学 的 对 象 与 射影 几何 的 对 象 。 

此 外 ,椭圆 几何 和 双 曲 几何 ,这 两 种 非 欧 几 何 都 是 射影 几何 的 子 几 何 , 它 们 分 别 对 应 椭 
圆 群 和 双 曲 群 。 椭 圆 群 是 由 把 虚 二 次 曲线 好 十 好 十 zx 一 0 变换 成 自身 的 全 体 射影 变换 构成 
的 ,而 双 曲 群 是 由 把 实 二 次 曲线 一 好 十 好 十 奴 一 0 变换 成 自身 的 全 体 射 影 变换 构成 的 。 

欧 氏 几何 ,罗氏 几何 、 黎 曼 几 何 是 三 种 各 有 区 别 的 几何 (如 表 1-1)。 这 三 种 几何 各 自 所 
有 的 真 命题 都 构成 了 一 个 严密 的 公理 体系 ,各 公理 之 间 满 足 和 谐 性 、 完 备 性 和 独立 性 。 因 此 
这 三 种 几何 都 是 正确 的 。 在 我 们 这 个 不 大 不 小 ,不 远 不 近 的 空间 里 ,也 就 是 在 我 们 的 日 常生 
活 中 , 欧 氏 几何 是 适用 的 ; 在 宇宙 空间 中 或 原子 核 世界 ,罗氏 几何 更 符合 客观 实际 ; 在 地 球 
表面 研究 航海 .航空 等 实际 问题 中 , 黎 曼 几 何 更 准确 一 些 。 

表 1-1 欧 氏 几何 .罗氏 几何 、 黎 曼 几 何 的 比较 


项 目 欧 民 几何 | 罗氏 几何 “| 。 黎 曼 几何 

两 条 不 重合 直线 的 相交 情况 至多 一 个 点 | 至 多 一 个 点 | 一 个 (和 是) 
两 个 ( 双 点 ) 

铺 定 一 直线 过 1 外 一 点 与 1 的 平行 线 眠 一 一 条 ”| 至少 有 两 条 | 没有 
两 条 平行 线 等 下 不 等 下 不 存在 
如 果 一 条 直线 与 两 条 平行 线 让 之 一 相交 , 则 与 田 一 条 | 必 相交 不 一定 一 
要 站 于 同一 条 直线 的 不 同 直线 的 关系 被 此 平行 ”| 平行 相交 
三 角形 的 三 内 角 和 等 于 180” | 小 180 | 大 于 180 
三 角形 的 而 积 与 三 角形 内 用 的 关系 天 类 反比 正比 
对 应 角 相等 的 两 个 三 角形 的 关系 相似 全 入 全 等 


5.3 公理 化 思想 方法 


在 《辞海 ?中 可 以 看 到 这 样 的 解释 : 

公理 是 “在 一 个 系统 中 已 为 反复 的 实践 所 证 实 而 被 认为 不 需要 证 明 的 真理 ,可 以 作为 证 
明 中 的 论据 ”。 

公理 化 方法 是 “从 某 些 基本 概念 和 基本 命题 出 发 ,依据 特定 的 演绎 规则 ,推导 一 系列 的 
定理 ,从 而 构成 一 个 演绎 系统 的 方法 ”。 

公理 化 方法 有 以 下 几 个 方面 需要 讨论 。 

第 一 ,关于 公理 的 自明 性 。 

一 般 地 说 ,公理 之 所 以 被 人 们 普遍 接受 ,是 因为 其 陈述 的 事实 是 自然 的 ,明白 无 误 的 , 因 
而 无 须 证 明 , 不 容 置 疑 。 正 因为 如 此 ,公理 成 为 人 们 展开 科学 体系 的 出 发 点 ,作为 论证 其 他 
命题 的 依据 。 但 是 ,后 来 发 现 ,. 有 些 公理 并 非 十 分 显然 ,例如 欧 氏 几何 中 的 平行 公理 ,就 不 那 
么 显然 ,以 至 人 们 企图 去 证 明 它 。 至 于 非 欧 几何 中 的 关于 平行 线 的 公理 , 则 完全 和 直观 认识 
相悖 ,完全 不 是 自明 的 。 因 此 ,现代 人 们 选取 某 些 命题 作为 公理 ,只 是 作为 一 种 演绎 推理 的 
出 发 点 ,并 非 一 定 要 自明 ,只 要 大 家 都 能 自然 地 接受 就 行 。 

第 二 ,关于 公理 体系 所 依赖 的 “演绎 推理 ”的 规则 。 公 理化 方法 的 目标 是 从 公理 系 出 发 ， 
通过 演绎 推理 得 到 命题 。 因 此 ,推理 的 规则 十 分 重要 。 通 常 使 用 的 规则 是 好 辑 方法 。 古 希 
腊 时 代 的 推理 ,就 是 依据 亚 里 士 多 德 创立 的 形式 逻辑 规则 进行 演绎 。 后 来 欧 多 克 斯 还 采用 
穷竭 法 处 理 具有 无 限 性 的 推理 过 程 ,把 比值 为 有 理 数 的 结论 都 推广 到 无 理 数 。 近 代 则 采取 
更 加 严密 的 数理 逻辑 方法 。 因 此 ,演绎 推理 的 规则 在 不 断 发 展 ,与 时 俱 进 。 

第 三 ,关于 “公理 化 方法 的 目标 是 形成 一 个 演绎 的 科学 体系 ”。 

公理 化 方式 是 为 表述 一 个 科学 体系 服务 的 。 科 学 体系 已 经 存在 了 .不 能 随 使 拿 一 些 命 
题 作 为 公理 。 问 题 在 于 判断 哪些 命题 是 最 基本 的 ,可 以 作为 推理 论证 的 出 发 点 。 也 就 是 说 ， 
选择 哪些 命题 是 最 基本 的 ,可 以 作为 推理 论证 的 出 发 点 。 选 择 哪些 命题 当 作 公理 ,是 一 个 值 
得 思考 的 问题 。 近 代 的 公理 化 方法 ,要 求 公理 的 选取 必须 符合 以 下 的 三 条 要 求 : 

I 相 容 性 (或 称 为 协调 性 ,无 矛盾 性 ) 

一 个 公理 系统 的 公理 以 及 由 此 推出 的 所 有 命题 ,不 会 发 生 任 何 矛盾 。 这 就 是 公理 系统 
的 相 容 性 ,也 称 为 和 谐 性 或 无 矛盾 性 。 任 何 公 理 系统 必须 被 证 明 是 相 容 的 ,否则 ,就 不 成 为 

了 独立 性 

独立 性 要 求 公理 系统 中 的 每 一 条 公理 都 是 独立 的 . 即 每 一 条 公理 都 不 是 其 他 公理 的 推 
论 。 独 立 性 使 公理 系统 的 公理 个 数 最 少 。 严 格 地 说 ,每 个 公理 系统 应 当 只 包含 最 少 的 公理 。 
但 是 ,为 使 系统 更 加 简单 明确 ,有 的 系统 放弃 了 这 个 要 求 。 因 此 ,通常 并 不 将 独立 性 作为 公 
理 系统 的 必要 条 件 。 


5 几何 学 的 统一 与 公理 化 


下 “完备 性 

一 个 公理 系统 允许 不 同 的 模型 ,如 果 所 有 模型 都 是 同 构 的 , 则 说 这 个 公理 系统 是 一 个 完 
备 的 系统 。 所 谓 同 构 就 是 两 个 模型 的 所 有 元 素 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,基本 关系 之 间 也 有 一 
一 对 应 关系 ,而 且 元 素 间 的 关系 也 构成 对 应 。 

公理 化 思想 方法 具有 重要 的 意义 和 作用 ?。 

(1) 这 种 方法 具有 分 析 、 总 结 数学 知识 的 作用 。 凡 取得 了 公理 化 结构 形式 的 数学 ,由 于 
定理 与 命题 均 已 按 逻 辑 演 绎 关系 串联 起 来 , 故 使 用 起 来 也 较 方便 。 

(2) 公理 化 方法 把 一 门 数学 的 基础 分 析 得 清 清 楚楚 ,这 就 有 利于 比较 各 门 数学 的 实质 
性 异同 ,并 能 促使 和 推动 新 理论 的 创立 。 

(3) 数学 公理 化 方法 在 科学 方法 学 上 有 示范 作用 。 这 种 方法 对 现代 理论 力学 及 各 门 自 
然 科 学 理论 的 表述 方法 都 起 到 了 积极 的 借鉴 作用 。 

(4) 公理 化 方法 所 显示 的 形式 的 简洁 性 、 条 理性 和 结构 的 和 谐 性 确实 符合 美学 的 要 求 ， 
因而 为 数学 活动 中 贯彻 审美 原则 提供 了 范例 。 

概括 地 说 ,几何 学 的 公理 法 思想 是 从 少数 原始 概念 和 公理 出 发 ,遵循 逻辑 原则 建立 几何 
学 演绎 体系 的 方法 。 用 以 导出 其 他 几何 原理 的 不 再 加 以 证 明 的 基本 原理 称 为 公理 ,用 以 解 
释 其 他 概念 而 本 身 不 再 加 以 定义 的 概念 称 为 基本 概念 (原始 概念 )。 它 们 的 性 质 只 由 公理 来 
制约 ,除了 这 些 公理 和 不 加 定义 的 基本 概念 以 外 ,其 他 的 定理 和 概念 都 必须 由 这 些 公理 和 基 
本 概念 逮 辑 地 推导 出 来 ,这 就 是 所 谓 的 公理 法 思想 。 

公理 法 的 结构 由 下 列 4 部 分 构成 : 

(1) 原始 概念 的 列举 ; 

(2) 定义 的 叙述 ; 

(3) 公理 的 叙述 ; 

(4) 定理 的 叙述 和 证 明 。 

公理 法 的 4 个 部 分 是 有 机 地 结合 在 一 起 地 , 缺 一 不 可 ,其 中 公理 的 列举 是 核心 。 公 理 是 
作为 几何 论证 基础 而 不 加 以 证 明 的 命题 ,是 几何 学 作为 出 发 点 来 建立 一 种 几何 体系 的 少数 
规定 , 它 规定 了 最 基本 的 几何 元 素 之 间 的 一 些 基 本 性 质 ,成 为 证 明 其 他 几何 性 质 的 依据 。 公 
理 不 是 主观 腾 造 的 ,是 有 客观 基础 的 ,公理 来 源 于 实践 是 客观 世界 空间 形式 和 几何 关系 的 客 
观 反映 ,又 在 实践 中 进行 检验 和 验证 ,从 而 不 断 地 丰富 起 来 。 作 为 几何 学 基础 的 全 部 公理 成 
为 该 几何 学 的 公理 系统 . 它 决定 了 几何 学 的 性 质 ,用 不 同 的 公理 系统 可 以 建立 不 同 的 几 
何 学 。 

现代 公理 法 给 几何 学 带 来 了 新 的 观点 。 由 于 公理 法 中 的 原始 概念 是 不 加 定义 的 ,因此 
就 不 必 考 虑 研究 对 象 的 直观 形象 。 凡 符合 公理 体系 的 元 素 都 可 以 作为 这 个 几何 体系 的 直观 
解释 ,或 称 几何 学 的 模型 。 因 此 .几何 学 的 研究 对 象 更 广泛 .其 含义 也 更 抽象 。 


@ ” 徐 利 治 . 论 数学 方法 学 . 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,2002: 95 


公理 化 方法 的 发 展 ,经 历 了 以 下 4 个 时 期 : 

。 直观 性 公理 化 时 期 ,以 欧 几 里 得 的 (原本 ) 为 代表 ; 

。 思辨 性 公理 化 时 期 ,以 非 欧 几 何 的 发 现 为 代表 ; 

。 形式 主义 公理 化 时 期 ,以 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 ) 为 代表 ; 

。 结构 主义 公理 化 时 期 ,以 布尔 巴 基 的 (数学 原本 ) 为 代表 。 

公理 化 方法 始 于 欧 几 里 得 ,然而 当 19 世纪 数学 家 们 重新 审视 (原本 》 中 的 公理 体系 时 ， 
却 发 现 它 有 许多 隐蔽 的 假设 ,模糊 的 定义 及 逻辑 的 缺陷 ,这 就 迫使 他 们 着 手 重建 欧 氏 几何 以 
及 其 他 包含 同样 弱点 的 几何 的 基础 。 这 项 探索 从 一 开始 就 是 在 对 几何 学 作 统一 处 理 的 观点 
下 进行 的 。 在 所 有 这 些 努 力 中 ,和 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 ) 中 使 用 的 公理 化 方法 最 为 成 功 。《 原 
本 ) 是 一 部 不 朽 的 经 典 著作 。 欧 几 里 得 之 前 他 人 的 工作 为 其 (原本 ) 做 了 大 量 的 准备 ,在 内 
容 、 理 论 和 方法 上 提供 了 素材 . 《原本 》 集 前 人 工作 之 大 成 ,为 几何 学 公理 法 黄 定 了 初步 的 基 
础 。 欧 几 里 得 之 后 的 工作 可 以 分 成 两 条 主线 ,主要 是 围绕 (原本 》 进 行 的 ,直到 和希 尔 伯 特 所 著 
的 4 几何 基础 ?出 现 为 止 。 

希 尔 伯 特 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 :他 的 数学 贡献 是 巨大 的 和 多 方面 的 。 他 典型 
的 研究 方式 是 直 攻 数学 中 的 重大 问题 ,开拓 新 的 研究 领域 ,并 从 中 寻找 带 普 遍 性 的 方法 。 希 
尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 著名 的 《几何 基础 ) 一 书 . 第 一 次 完备 地 给 出 了 欧 几 里 得 公理 体系 。 
全 体 公理 按 性 质 分 为 五 组 ( 即 关 联 公 理 、 次 序 公理 ,合同 公理 平行 公理 和 连续 公理 ) ,他 对 它 
们 之 间 的 逻辑 关系 作 了 深刻 的 考察 ,精确 地 提出 了 公理 系统 的 相 容 性 、 独 立 性 与 完备 性 要 
求 。 为 解决 独立 性 问题 ,他 的 典型 方法 是 制作 一 个 模型 ,不 满足 所 论 的 公理 ,但 却 满足 其 他 
所 有 公理 。 采 用 这 种 途径 可 赋予 非 欧 几 何以 严密 的 逻辑 解释 ,同时 开 折 了 建立 其 他 新 几何 
的 可 能 性 。 对 于 相 容 性 问题 ,他 的 重大 贡献 是 借助 于 解析 几何 而 将 欧 氏 几何 的 相 容 性 归结 
于 初等 算术 的 相 容 性 。 上 述 工作 的 意义 远 超出 了 几何 基础 的 范围 ,而 使 他 成 为 现代 公理 化 
方法 的 葛 基 人 。 

1900 年 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 会 议 上 发 表演 说 ,提出 了 新 世纪 数学 面临 
的 23 个 数学 问题 。 对 这 些 问 题 的 研究 有 力 地 推动 了 20 世纪 数学 发 展 的 进程 。 

希 尔 伯 特 在 其 著作 (几何 基础 一 书 中 .成功 的 建立 了 欧 几 里 得 的 公理 体系 ,这 就 是 所 请 
的 希 尔 伯 特 公理 体系 , 希 尔 伯 特首 先 抽 象 地 把 几何 基本 对 象 叫做 点 、 直 线 . 平 面 。 作 为 不 定 
义 元 素 ,分别 用 A.B,C,….a.b,c,…,a,B,7,… 表 示 , 然 后 用 5 组 公理 : 结合 公理 、 顺 序 公 
理 、 合 同 公理 ,平行 公理 .连续 公理 来 确定 基本 几何 对 象 的 性 质 , 用 这 5 组 公理 作为 推理 的 基 
础 ,可 以 逻辑 地 推出 欧 几 里 得 几何 的 所 有 定理 ,因而 使 欧 几 里 得 几何 成 为 一 个 逻辑 结构 非常 
完善 而 严谨 的 几何 体系 。 希 尔 伯 特 公理 体系 的 完成 ,不 仅 使 欧 几 里 得 (原本 》 的 完善 工作 告 
一 段落 , 且 使 数学 公理 法 基本 形成 .促使 20 世纪 整个 数学 有 了 较 大 的 发 展 ,甚至 这 种 影响 也 
扩大 到 其 他 科学 领域 ,如 物理 力学 等 。 用 以 上 5 组 公理 可 以 推出 欧 几 里 得 几何 的 全 部 内 
容 , 但 平行 公理 并 不 能 用 结合 公理 ,顺序 公理 、 合 同 公理 .连续 公理 推出 。 如 果 在 这 4 组 公理 
之 外 ,加 上 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 公理 ,就 可 以 推出 非 欧 几 何 的 全 部 内 容 , 结 合 公理 、 顺 序 公理 、 
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合同 公理 ,连续 公理 是 这 两 种 几何 的 共同 部 分 ,只 涉及 这 4 组 公理 的 内 容 叫 做 绝对 几何 。 只 
有 涉及 欧 几 里 得 平行 公理 ,或 罗 巴 切 夫 斯 基 平行 公理 的 一 些 命 题 , 才 是 欧 氏 几何 和 非 欧 几何 
的 不 同 内 容 。 这 样 的 做 法 ,不 仅 给 出 了 已 有 几 门 非 欧 几何 的 统一 处 理 ,而 且 还 可 以 引出 新 的 
几何 学 。 最 有 趣 的 例子 便 是 “ 非 阿 基 米 德 几何 ”, 即 通过 忽略 连续 公理 ( 亦 称 阿 基 米 德 公理 ) 
而 建造 的 几何 学 。 这 是 希 尔 伯 特 本 人 的 创造 《几何 基础 ?中 用 了 整整 5 章 的 篇 幅 来 展开 这 
种 新 的 几何 学 。 


< AMAIA 
希 尔 伯 特 简介 


希 尔 伯 特 , 德 国人 。1862 年 1 月 23 日 生 于 哥 尼 斯 堡 。1880 年 进入 
哥 尼 斯 堡 大 学 读书 ,有 时 也 到 海德 尔 大 学 去 听 选 读 课 。1884 年 12 月 11 
日 通过 博士 的 口试 ,1885 年 获得 博士 学 位 。1886 年 6 月 起 任 哥 尼 斯 堡 
大 学 的 义务 讲师 ,1892 年 起 任 副教授 ,1893 年 起 任教 授 。1895 年 受聘 
哥 延 根 大 学 教授 ,在 该 校 一 直 工 作 到 1930 年 退休 。1900 年 在 巴黎 召开 
的 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 , 希 尔 伯 特 作 了 著名 的 《数学 问题 》 的 讲演 。 
1943 年 2 月 14 日 希 尔 伯 特 在 哥 延 根 去 世 ,终年 81 岁 。 

希 尔 伯 特 在 数学 上 的 几乎 所 有 的 领域 都 作出 了 重大 的 贡献 。 

第 一 ,关于 不 变 式 理论 。 他 发 现 了 代数 最 基本 的 定理 之 一 : 多 项 式 环 的 每 个 子 集 都 具 
有 有 限 个 理想 基 。 这 个 定理 是 引导 到 近世 代数 的 有 力 工 具 , 是 代数 繁 一 般 理论 的 基石 。 

第 二 ,关于 数论 。 希 尔 伯 特 于 1897 年 4 月 10 日 撰写 了 一 个 (数论 报告 ), 这 是 一 篇 非常 
优秀 的 论著 ,被 数学 家 们 称 为 是 学 习 代 数 数 论 的 经 典 。 在 数论 方面 希 尔 伯 特 还 有 一 个 突出 
的 贡献 : 1909 年 他 证 明了 持续 100 多 年 未 解决 的 华 林 猜 想 。 

第 三 ,关于 公理 化 理论 。 希 尔 伯 特 是 第 一 个 建立 了 完备 的 欧 几 里 得 几何 公理 体系 的 人 。 
他 把 欧 几 里 得 几何 分 成 联系 公理 ,关于 点 和 线 的 顺序 的 公理 、 迁 合 公理 .平行 公理 .连续 性 公 
理 这 5 类 公理 ,并 运用 这 些 公 理 把 欧 几 里 得 几何 的 主要 定理 推演 出 来 。 他 系统 地 研究 了 公 
理 体 系 的 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 。1899 年 他 的 名 著 《 几何 基础 ) 出 版 了 ,到 1962 年 已 发 行 
第 9 版 ,现在 仍然 是 研究 几何 基础 的 人 必 读 的 经 典 著作 。 

第 四 ,关于 积分 方程 。 希 尔 伯 特 在 1904 年 至 1910 年 间 发 表 了 一 系列 有 关 这 方面 的 
施 垃 。 

第 五 ,关于 理论 物理 。 从 1909 年 起 希 尔 伯 特 把 研究 的 兴趣 转向 了 理论 物理 。 他 比较 系 
统 地 研究 了 气体 分 子 运动 .辐射 论 公理 、 相 对 论 ,并 发 表 了 一 些 论文 ,但 总 的 说 成 就 不 如 数学 
方面 。 

第 六 ,关于 数学 基础 。 希 尔 伯 特 继 几 何 基础 之 后 ,按照 自己 的 形式 主义 观点 ,企图 证 明 


数学 本 身 是 无 矛盾 的 ,并 企图 使 数学 成 为 一 种 有 限 的 博弈 。 后 来 , 哥 德 尔 证 明了 按 他 的 这 种 
形式 主义 方法 构造 数学 大 厦 是 不 可 能 成 功 的 。 但 是 ,他 在 研究 这 一 问题 时 创立 了 一 门 新 的 
数学 分 支 学 科 一 一 元 数学 ,其 意义 是 十 分 巨大 的 。 

值得 特别 提出 的 是 , 希 尔 伯 特 于 1900 年 巴黎 讲演 提出 的 23 个 数学 问题 对 20 世纪 的 数 
学 发 展 产生 了 巨大 的 影响 。 

同时 , 希 尔 伯 特 还 是 一 位 伟大 的 数学 教育 家 ,他 一 生 共 培养 出 69 位 数学 博士 ,其 中 有 不 
少 成 为 著名 的 数学 家 ,如 书 尔 、 柯 朗 、 诺 特等 。 


6 几何 学 的 近 现 代 发 展 简介 


6.1 微分 几何 


微 积分 的 创始 人 已 经 利用 微 积分 研究 曲线 的 曲率 、 拐 点 、 渐 伸 线 、 渐 屈 线 等 而 获得 了 属 
于 微分 几何 范畴 的 部 分 结果 。 但 微分 几何 成 为 独立 的 数学 分 支 主 要 是 在 18 世纪 。 

1731 年 18 岁 的 法 国 青年 数学 家 克 莱 洛 发 表 ( 关 于 双重 曲率 曲线 的 研究 》, 开 创 了 空间 
曲线 理论 ,是 建立 微分 几何 的 重要 一 步 。 克 莱 洛 通过 在 两 个 垂直 平面 上 的 投影 来 研究 空间 
曲线 ,首先 提出 空间 曲线 有 两 个 曲率 的 想法 。 他 认识 到 一 条 空间 曲线 在 一 个 垂直 于 切线 的 
平面 上 可 以 有 无 穷 多 条 发 现 , 同 时 给 出 了 空间 曲线 的 弧 长 公式 与 某 些 曲面 的 面积 求法 。 

欧 拉 是 微分 几何 的 重要 葛 基 人 。 他 早 在 1736 年 就 引进 了 平面 曲线 的 内 在 坐标 概念 , 即 


示 : X 二 ZX(3); y 王 y(5); x 二 x(s)。 欧 拉 将 曲率 定义 为 曲线 的 切线 方向 与 一 固定 方向 的 交角 
相对 于 弧 长 的 变化 率 , 并 推导 了 空间 曲线 任 一 点 曲率 半径 的 解析 表达 式 
cs2 
Vdizx) + (diy) + de) 
欧 拉 的 曲率 定义 是 对 克 莱 洛 引进 的 空间 曲线 的 两 个 曲率 之 一 的 标准 化 ( 另 一 个 曲率 , 现 
在 叫 * 挠 率 ", 其 解析 表示 到 19 世纪 初 才 得 到 )。 欧 拉 关 于 曲面 论 的 经 典 工作 (关于 曲面 上 曲 
线 的 研究 ) 被 公认 为 微分 几何 史上 的 一 个 里 程 碑 。 欧 拉 在 其 中 将 曲面 表示 为 > 二/(z,y) ,并 


引进 了 相当 于 一 2z,q 一 ar 一下,s 一 -2 ,一 2 的 标准 符号 。 欧 拉 正 确 地 建立 了 曲 


a oy Be Drag Fy 
面 的 曲率 概念 。 他 引进 了 法 曲率 (法 截 线 的 曲率 ) , 主 曲 率 (所 有 法 截 线 的 最 大 和 最 小 曲率 )， 
并 得 到 了 法 曲率 的 欧 拉 公式 x 二 rxicos*0 十 kzsin*0( 其 中 wi,xrs 是 主 曲率 .9 是 一 法 截面 与 主 曲 
率 所 在 法 截面 的 交角 )。1771 年 以 后 , 欧 拉 还 率先 研究 了 他 所 谓 “ 可 展 平 在 一 张 平面 上 ”的 
曲面 即 可 展 曲面 .导出 了 可 展 性 的 充分 必要 条 件 。 

18 世纪 微分 几何 的 发 展 由 于 蒙 日 的 工作 而 至 于 高 峰 。 蒙 日 1795 年 发 表 的 (关于 分 析 
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的 几何 应 用 的 活页 论文 ) 是 第 一 部 系统 的 微分 几何 著述 。 蒙 日 极 大 地 推进 了 克 莱 洛 、 欧 拉 的 
空间 曲线 与 曲面 理论 ,其 特点 是 与 微分 方程 的 紧密 结合 。 曲 线 与 曲面 的 各 种 性 质 用 微分 方 
程 来 表示 ,有 共同 几何 性 质 或 用 同一 种 方法 生成 的 一 簇 曲面 应 满足 一 个 偏 微分 方程 。 蒙 日 
借 着 这 些 偏 微分 方程 对 曲面 簇 、 可 展 曲面 及 直 纹 面 进行 研究 而 获得 了 大 量 深刻 的 结果 。 例 
如 ,他 给 出 了 可 展 曲 面 的 一 般 表示 ,并 说 明 除了 垂直 于 O-zy 平面 的 柱 面 外 ,这 种 曲面 总 满 
足 偏 微分 方程 zw 一 2% 二 0。 他 还 给 出 了 直 纹 面 满足 的 三 阶 偏 微分 方程 ,利用 这 些 方程 的 
积分 , 蒙 日 证 明了 欧 拉 未 能 证 明 的 事实 : 可 展 曲 面 是 特殊 的 直 纹 面 ,并 知道 逆 命 题 是 不 成 
立 的 。 

与 18 世纪 大 多 数 数学 家 不 同 的 是 , 蒙 日 不 仅 是 将 分 析 应 用 于 几何 ,同时 也 反 过 来 用 几 
何 去 解 释 微 分 方程 从 而 推动 后 者 的 发 展 ,他 开创 了 偏 微分 方程 的 特征 理论 ,引进 了 探讨 偏 微 
分 方程 的 几何 工具 一 一 特征 曲线 与 特征 锥 ( 现 称 “ 蒙 日 锥 ”) 等 ,它们 至 今 仍 是 现代 偏 微分 方 
程 论 中 的 重要 概念 。 

1827 年 高 斯 发 表 了 《关于 曲面 的 一 般 理 论 》, 书 中 全 面 阐述 了 欧 氏 空间 中 曲面 的 微分 几 
何 ,提出 了 内 蕴 曲 面 理论 ,为 微分 几何 的 研究 注入 了 新 的 思想 ,即将 参数 表示 的 曲面 本 身 视 
为 一 个 空间 , 它 的 特性 不 依赖 于 它 的 包容 空间 ,开创 了 微分 几何 的 现代 研究 。 换 句 话 说 ,高 
斯 曲率 KK 是 只 由 曲面 的 第 一 基本 形式 决定 的 量 , 是 等 距 变 换 下 的 不 变量 。 这 说 明 曲 面 的 度 
量 性 质 本 身 蕴涵 着 一 定 弯曲 性 质 。 对 于 只 给 定 第 一 基本 形式 的 曲面 ,讨论 只 与 第 一 基本 形 
式 有 关 性 质 ,从 而 抛 开 包容 于 它 的 欧 氏 空间 ,更 不 必 顾 及 它 在 包容 它 的 欧 氏 空间 中 的 形象 ， 
这 就 形成 了 曲面 的 内 蕴 几 何 。 内 蕴 几 何 的 核心 是 讨论 曲面 上 的 测 地 线 、 曲 面 上 的 向 量 场 和 
曲面 域 上 高 斯 曲率 K 的 积分 等 问题 。 特 别 是 关于 常 高 斯 曲率 曲面 的 研究 。 


6.2 拓扑 学 


拓扑 学 思想 的 区 区 可 以 追 滴 到 欧 拉 的 哥 尼斯 保 七 < 
桥 问 题 (1736, 要 求 设计 一 条 散步 路 线 , 使 河上 每 桥 走 2 
过 一 次 且 只 过 一 次 ,参见 图 1-14)、 地 图 四 色 问 题 等 问 

题 的 研究 。 拓 扑 所 研究 的 是 几何 图 形 的 那样 一 些 性 一 
质 ,它们 在 图 形 被 弯曲 . 拉 大 、 缩 小 或 任意 的 变形 下 保 

持 不 变 , 只 要 在 变形 过 程 中 既 不 使 原来 不 同 的 点 融化 

为 同一 个 点 ,又 不 使 新 点 产生 。 换 名 话说 .这 种 变换 的 条 件 是 ， 在 原来 图 形 的 点 与 变化 了 的 
图 形 的 点 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ,并 且 邻 近 的 点 变 成 邻近 的 点 。 这 后 一 性 质 叫 做 连续 性 ; 
因而 要 求 的 条 件 便 是 ,这 变换 和 它 的 逆 两 者 都 是 连续 的 。 这 样 的 一 个 变换 叫做 一 个 同 肥 或 
拓扑 变换 。 拓 扑 有 一 个 通行 的 形象 的 外 号 一 一 橡皮 几何 学 ,因为 如 果 图 形 都 是 用 橡皮 做 成 
的 ,就 能 把 许多 图 形变 形成 同 用 的 图 形 。 例 如 , 一 个 称 皮 图 能 变形 成 一 个 圆周 或 一 个 方 加 ， 
它们 同 胚 ; 但 是 一 个 橡皮 圈 和 阿拉 伯 数 字 8 这 个 图 形 不 同 凸 ,因为 不 把 轿 上 的 两 个 点 熔 成 


图 1-14 
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一 个 点 , 圈 就 不 会 变 成 8。 

高 斯 也 研究 过 一 些 与 拓扑 学 有 关 的 问题 ,他 们 均 称 这 类 问题 为 位置 几何 ”。“ 拓 扑 学 ” 
这 一 术语 则 是 高 斯 的 学 生 李斯 廷 首先 引用 的 。 但 拓扑 学 本 质 上 是 属于 20 世纪 的 抽象 学 科 。 
庞 加 莱 1895 一 1905 年 间 在 同一 主题 4 位置 分 析 》 下 发 表 的 一 组 论文 ,开创 了 现代 拓扑 学 研 
究 。 庞 加 莱 将 几何 图 形 剖 分 成 有 限 个 相互 连接 的 基本 片 , 并 用 代数 组 合 的 方法 研究 其 性 质 。 
用 这 样 的 观点 加 以 研究 的 拓扑 学 叫做 组 合 拓扑 学 。 庞 加 莱 定 义 了 高 维 流 形 、 同 胚 、 同 调 , 引 
进 了 一 系列 拓扑 不 变量 ,首次 建立 了 庞 加 莱 对 偶 定理 ,提出 了 庞 加 莱 猜 想 ,等 等 。 总 之 ,组 合 
拓扑 学 在 庞 加 莱 手 中 奠定 了 基础 。 

1926 年 , 诺 特首 先 洞察 到 群 论 在 组 合 拓扑 学 研究 中 的 重要 意义 。 在 她 的 影响 下 , 霍 普 
夫 1928 年 定义 了 同调 群 ,1940 年 左右 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 和 亚历山大 又 定义 了 上 同调 群 。 由 庞 
加 莱 首 先 提出 的 同调 概念 刻画 了 定向 图 形 的 边缘 关系 ,同调 群 的 引进 就 将 拓扑 问题 转化 为 
抽象 代数 问题 。 同 调 论 提 供 了 拓扑 学 中 易于 计算 的 、 常 用 的 不 变量 。 从 拓扑 到 代数 过 渡 的 
男 一 条 途径 是 同 伦理 论 , 是 与 流 形 之 间 的 连续 映射 的 连续 变形 有 关 的 研究 。 同 伦 论 的 竟 基 
人 是 波兰 数学 家 胡 勒 维 茨 ,他 在 1935 一 1936 年 间 引 进 了 nn 维 同 伦 群 概念 。 同 调 论 与 同 伦 论 
一 起 推动 组 合 拓扑 学 逐步 演变 成 主要 利用 抽象 代数 方法 的 代数 拓扑 学 。1942 年 ,美国 数学 
家 菜 夫 谢 茨 ( 代 数 拓扑 学 ) 一 书 的 出 版 ,标志 着 代数 拓扑 学 这 一 分 支 学 科 的 正式 形成 。 同 调 
论 和 同 伦 论 ,始终 是 这 一 学 科 的 两 大 支柱 。 


练 习 1 


1. 高 中 的 几何 学 习 是 否 应 以 多 年 的 欧 几 里 得 (原本 ) 学 习 为 基础 ? 讨论 欧 几 里 得 的 方 
法 与 “现代 "方法 相 比较 的 利弊 。 

2 比较 笛 卡 儿 和 费 马 的 解析 几何 ,将 其 中 一 个 作者 的 思想 撰写 一 份 学 习 报告 。 

3. 为 什么 说 非 欧 几 何 学 的 诞生 促进 了 几何 公理 系统 的 建立 ? 

4. 数学 公理 化 方法 的 意义 和 作用 是 什么 ? 


非 欧 几 何 的 几 种 典型 模型 


1 锐角 假设 与 罗氏 几何 


1.1 锐角 假设 与 双 曲 几何 


前 面 已 经 提 到 , 萨 凯 里 考虑 一 个 四 边 形 ABCD, 其 中 人 A 二 人 B., 它 们 都 是 直角 ,并 且 
AC 二 BD。 容 易 证 明 人 C= 二 人 D。 此 二 角 的 大 小 只 有 三 种 可 能 , 即 为 钝 角 、 直 角 与 锐角 , 萨 凯 
里 称 它们 分 别 为 钝 角 假 设 、 直 角 假 设 与 锐角 假设 。 由 于 欧 几 里 得 平行 公理 等 价 于 直角 假设 ， 
因此 萨 凯 里 考察 了 另外 两 种 可 能 的 选择 。 在 钝 角 假 设 的 基础 上 ,应 用 欧 几 里 得 的 其 他 公理 ， 
萨 凯 里 很 容易 地 推导 出 矛盾 。 在 锐角 假设 下 , 萨 凯 里 证 明了 一 系列 有 趣 的 结果 ,得 到 了 现今 
非 欧 几 里 得 几何 学 中 许多 经 典 定理 。 最 后 ,在 讨论 已 知 直线 与 过 这 直线 外 一 点 的 直线 族 的 
位 置 关 系 时 , 萨 凯 里 推导 出 两 条 渐 近 直线 在 无 穷 远 必 有 一 条 公 垂 线 。 他 虽然 没有 得 到 任何 
了 矛盾 ,但 却 断言 这 一 结论 与 通常 观念 显然 不 合 情 理 ,于 是 判定 锐角 假设 不 真实 。 

后 来 , 兰 伯 特 于 1766 年 完成 了 题 为 (平行 线 论 ?的 研究 报告 ,他 沿用 萨 凯 里 的 方法 ,从 考 
察 一 个 有 三 个 角 都 是 直角 的 四 边 形 出 发 ,讨论 第 四 个 角 是 锐角 、 直 角 或 钝 角 的 可 能 性 ,并 且 
相应 地 做 出 三 种 假设 。 兰 伯 特 否定 了 钝 角 假设 .但 是 在 锐角 假设 下 得 不 出 矛盾 时 ,他 对 欧 几 
里 得 平行 公理 的 可 证 明 性 提出 了 怀疑 。 兰 伯 特 认识 到 任何 一 组 几何 假设 ,如 果 不 导致 媚 盾 ， 
则 一 定 可 以 提供 一 种 可 能 的 几何 学 。 兰 伯 特 的 思想 是 先进 的 ,这 是 认识 上 的 一 个 突破 ,没有 
这 种 认识 上 的 突破 , 非 欧 几 里 得 几何 学 就 不 可 能 被 发 现 。 

事实 上 ,今天 人 们 把 以 罗氏 的 锐角 假设 为 基础 推导 出 来 的 几何 称 为 罗氏 几何 ,又 称 为 双 曲 
几何 学 ; 继而 由 德国 数学 家 黎 曼 在 钝 角 假 设 下 发 现 的 非 欧 几何 称 为 黎 曼 几何 ,又 称 椭圆 几何 。 


第 2 章 “ 非 欧 几何 的 几 种 典型 模型 


1.2 双 曲 几何 的 代表 一 一 罗氏 几何 简介 


两 千 多 年 来 ,许多 人 都 试图 证 明 欧 氏 第 五 公设 ,但 是 都 没有 成 功 , 直 到 19 世纪 初 问题 才 
从 相反 的 方向 得 到 解决 。 俄 国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 、 匈 牙 利 的 波 尔 约 、 德 国 的 高 斯 等 人 几乎 同时 
得 出 一 种 非 欧 几何 ,他 们 证 明了 : 如 果 和 否定 第 五 公设 , 则 存在 另 一 种 几何 , 它 与 欧 氏 几何 不 
同 , 而 其 中 没有 任何 矛盾 。 也 就 是 说 ,对 平行 公理 的 研究 导致 了 新 几何 的 发 现 ,新 几何 满足 
欧 几 里 得 的 前 面 四 个 公设 ,而 不 满足 第 五 公设 。 一 般 称 为 双 曲 几何 或 者 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 

罗氏 平行 公理 一 一 它 是 欧 氏 平行 公理 (通过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 直线 与 已 知 直线 共 
面 不 交 ) 的 否定 命题 , 即 :“ 通 过 直线 外 的 每 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 已 知 直线 共 面 不 交 。” 

罗氏 几何 的 主要 内 容 。 罗 氏 几 何 里 有 许多 不 同 于 欧 氏 几何 的 定理 ,例如 : 

Q@ 共 面 不 交 的 两 直线 ,被 第 三 条 直线 所 截 同位 角 ( 或 内 错 角 ) 不 一 定 相 等 。 

@ 同一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 不 一 定 相交 。 

@ 三 角形 内 角 和 小 于 二 直角 。 

@ 两 三 角形 车 有 三 内 角 对 应 相等 , 则 两 三 角形 必 全 等 ( 即 不 存在 相似 而 不 全 等 的 三 
角形 ) 。 

加 通过 不 共 线 三 点 不 一 定 能 作 一 圆 。 

@ 三 角形 三 条 高 线 不 一 定 相交 于 一 点 。 

@ 通过 直线 a 外 一 点 BB 有 无 穷 多 直线 与 a 共 面 不 交 , 过 B 也 有 无 穷 多 直线 于 a 相交 。 

@ 在 罗氏 平面 上 两 直线 或 相交 或 沿 某 方向 平行 ,或 既 不 相交 又 不 沿 任何 方向 平行 ,在 
后 者 情况 下 , 称 为 分 散 线 或 超 平行 线 。 任 何 两 对 平行 线 可 以 互相 笃 合 。 

@ 空间 二 直线 的 关系 或 是 共 面 ,或 是 异 面 。 共 面 又 有 相交 ,平行 ,分散 三 种 情况 ; 异 面 
即 不 在 同一 平面 上 。 

此 外 ,在 罗氏 几何 中 还 可 以 研究 球 曲 面 上 的 内 在 (内 蕴 ) 几 何 。 极 限 曲面 上 的 几何 是 欧 
氏 几 何 ; 等 距 面 上 的 几何 是 罗氏 几何 。 

双 曲 几何 和 欧 氏 几何 一 样 ,很 多 定理 的 证 明 可 以 不 依赖 于 平行 公理 ,这 样 的 定理 在 双 曲 
几何 也 成 立 。 

1868 年 ,意大利 数学 家 Beltrami 在 一 篇 文章 中 证 明了 双 曲 几何 可 以 局 部 实现 于 普通 的 
欧 氏 空间 ,作为 下 面 曲面 上 的 几何 学 ,此 曲面 的 方程 为 


了 > u 
F(usv) = (sinucosv,sinusinv, — lntan 5 — cosu ) 


2 
这 一 曲面 是 由 O-zy 平面 上 的 踊 物 线 绕 < 轴 旋 转 得 到 的 , 它 是 高 斯 曲率 等 于 一 1 的 曲 
面 , 叫 伪 球 面 。 在 这 一 局 部 模型 上 . 双 曲 几何 的 直线 段 对 应 曲面 上 的 测 地 线 ( 曲 面 上 的 连接 
两 点 的 最 短 曲线 ) 。 


1.3 真理 性 讨论 


在 欧 氏 几 何 中 平行 公理 是 : 过 平面 上 直线 外 的 一 点 ,有 且 只 有 一 条 直线 与 原 直 线 平 行 ; 
在 双 曲 几何 中 平行 公理 是 : 过 平面 上 直线 外 的 一 点 有 无 穷 多 条 直线 ,无 论 怎样 延长 也 不 与 
原 直 线 相交 。 这 两 条 公理 看 来 是 相悖 的 。 

在 我 们 通常 的 经 验 中 ,如 果 出 现 两 个 相互 矛盾 的 论断 ,那么 一 定 有 一 个 是 错误 的 。 如 何 
判断 我 们 现在 遇 到 的 问题 呢 ? 是 不 是 一 种 几何 是 正确 的 ,而 另 一 种 几何 是 错误 的 呢 ? 问题 
没有 这 样 简单 。 

那么 ,判断 的 标准 是 什么 呢 ? 也 就 是 说 ,根据 什么 标准 去 判断 一 种 几何 是 否 正确 呢 ? 本 
质 上 是 数学 真理 与 客观 真理 的 关系 问题 。 这 是 两 个 在 本 质 上 不 同 的 问题 。 首 先 要 判断 : 这 
两 种 几何 是 不 是 数学 真理 , 即 在 数学 上 它们 是 不 是 正确 的 ; 其 次 要 判断 : 这 两 种 几何 是 否 
刻画 了 我 们 所 生活 的 物理 世界 。 

第 一 个 问题 是 迎 辑 问题 , 即 它们 是 不 是 数学 真理 。 这 个 问题 在 19 世纪 末 已 经 解决 : 这 
两 种 几何 都 是 数学 真理 。 无 论 是 欧 氏 几何 还 是 双 曲 几何 在 逻辑 上 都 没有 错误 ,都 是 正确 的 。 
从 不 同 的 公理 体系 出 发 ,自然 得 出 不 同 的 定理 。 

当 数 学 家 深思 新 几何 出 现 的 意义 时 ,思想 得 到 了 一 次 真正 的 解放 。 原 来 人 们 可 以 通过 
构造 不 同 的 公理 体系 来 建立 不 同 的 几何 学 。 所 以 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 出 现 为 大 量 新 几何 的 
出 现 打 开 了 大 门 。 

第 二 个 问题 是 ,我 们 所 居住 的 物理 空间 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 ? 

这 个 问题 是 数学 真理 与 客观 真理 的 关系 问题 。 一 切 数学 真理 都 存在 这 一 问题 。 回 答 这 
个 问题 的 办 法 不 是 靠 思辨 而 是 靠 实践 。 但 是 目前 的 观测 还 不 能 判断 我 们 所 生活 的 空间 是 欧 
氏 的 还 是 非 欧 的 。 

如 果 观 测 的 办 法 不 能 回答 这 一 问题 ,那么 借助 物理 学 的 研究 成 果 来 探索 这 一 问题 也 将 
是 一 个 重要 途径 。 迄 今 为 止 ,存在 两 种 对 物理 空间 的 理解 : 一 种 是 牛顿 的 ,一 种 是 爱 因 斯 
坦 的 。 

对 于 牛顿 ,时 间 和 空间 形成 一 个 绝对 的 框架 ,宇宙 的 物质 活动 按照 稳定 的 秩序 在 其 中 运 
行 。 这 个 宇宙 对 每 一 个 观测 者 都 是 一 样 的 ,不 管 他 站 在 什么 地 方 或 以 什么 方式 旅行 。 即 使 
对 这 样 的 空间 ,也 不 能 判断 , 它 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 。 

1905 年 ,著名 物理 学 家 爱 因 斯 坦 发 表 了 狭义 相对 论 。 按 照 这 种 理论 ,时 间 与 空间 是 不 
可 分 割 的 。1915 年 ,他 又 发 展 了 广义 相对 论 。 在 广义 相对 论 中 他 放弃 了 对 时 空 均匀 性 的 假 
定 , 而 认为 时 空 是 由 不 均匀 的 物质 分 布 和 运动 所 构成 。 爱 因 斯 坦 使 光 联 上 时 间 . 时 间 又 联 上 
空间 ; 使 能 量 联 上 物质 ,物质 联 上 空间 ,空间 又 联 上 引力 。 爱 因 斯 坦 的 物理 空间 是 十 分 复杂 
的 。 所 以 ,从 整体 上 看 ,这 个 空间 的 几何 学 不 会 是 欧 氏 的 ,也 不 会 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 。 但 是 
在 局 部 上 , 欧 氏 几何 与 非 欧 几 何 都 是 物理 空间 的 很 好 的 近似 。 


的 内 种 典型 模型 


4 AMADALS 
罗 巴 切 天 斯 基 简介 


罗 巴 切 夫 斯 基 , 俄 国人 。1792 年 12 月 1 日 生 于 诺 伏 哥 德 一 个 官吏 家 庭 。1807 一 1811 
年 在 喀 山 大 学 读书 ,1811 年 获 硕士 学 位 并 留 校 任教 。1814 年 起 任教 授 助理 ,1816 年 起 任 非 
常任 教授 ,1822 年 起 任 常任 教授 。1820 一 1821 年 及 1823 一 1825 年 兼任 物理 数学 系 主任 。 
1827 一 1846 年 任 校 长 。1846 一 1856 年 任 喀 山 区 的 副 督 学 。1856 年 2 月 24 日 在 喀 山 逝世 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 上 的 划时代 的 贡献 是 首创 了 一 种 非 欧 几 里 得 几何 学 , 即 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 学 。 他 深入 地 研究 了 平行 线 理论 。1840 年 的 论文 (平行 线 理论 的 几何 研究 ) 中 指 
出 了 平行 线 理论 的 严重 缺陷 。1826 年 2 月 11 日 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 数学 系 的 会 议 上 
宣读 了 论文 (几何 学 原理 的 扼要 阐释 及 平行 线 定理 的 一 个 严格 证 明 》)。 这 一 天 被 认为 是 非 欧 
几何 学 诞生 的 日 子 。 在 论文 中 ,他 作 了 一 个 极 大 胆 的 假设 : 过 平面 ABC 上 的 直线 AB 外 一 
点 C, 可 作 多 于 一 条 直线 与 AB 不 相交 。 从 这 个 假设 出 发 展开 几何 命题 的 推论 ,使 他 获得 了 
严密 而 完整 的 命题 体系 , 即 新 的 几何 体系 ,并 命名 为 “ 拟 想 的 几何 学 "”。 这 篇 论文 由 于 听讲 者 
不 理解 而 被 搁置 一 边 ,原稿 竟 被 丢失 。 但 在 1829 一 1830 年 的 喀 山大 学 机 关 刊 物 ( 喀 山 通报 》 
上 刊登 了 他 的 研究 报告 (几何 学 原理 ), 这 是 从 1826 年 的 论文 中 摘录 出 来 的 。 这 篇 论文 阅 述 
了 非 欧 几 何 学 的 基本 原理 ,给 出 了 直角 三 角形 的 边 角 关 系 。 由 这 些 等 式 , 就 可 以 在 他 建立 的 
系统 中 发 展 这 种 新 几何 学 的 解析 几何 学 和 微分 几何 学 。 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 是 他 去 世 12 
年 后 才 得 到 承认 和 广泛 流传 的 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 还 有 一 系列 的 几何 学 著作 ,如 1835 年 的 ( 虚 几 何 学 )、1836 年 的 ( 虚 几 何 
学 在 一 些 积分 上 的 应 用 )、1835 一 1838 年 的 (几何 学 新 原理 及 完整 的 平行 线 理论 )、1855 年 的 
《 泛 几 何 学 )。 这 些 说 明 , 罗 巴 切 夫 斯 基 是 一 位 始终 如 一 地 在 为 建立 非 欧 几何 学 作 不 懈 努 力 
的 学 者 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 的 其 他 领域 也 作出 了 贡献 ,并 有 一 系列 的 论著 。 其 中 主要 有 : 
1834 年 的 (代数 学 有 限 运 算 》《 关 于 三 角 级 数 的 消失 》,1841 年 的 (关于 无 穷 级 数 的 收敛 》， 
1852 年 的 (关于 一 些 定 积分 的 值 ), 等 等 。 他 在 数学 分 析 领 域内 发 现 了 一 些 关 于 三 角 级 数 以 
及 一 般 级 数 的 定理 。 他 还 首先 确定 了 函数 连续 性 与 可 微 性 的 区 别 , 给 出 了 “函数 ”的 较 准 确 
的 定义 。 

非 欧 几 何 学 的 创立 打破 了 两 千 多 年 唯心 主义 形而上学 的 空间 观念 ,把 几何 学 从 传统 的 
哲学 束缚 下 解放 出 来 ,因而 有 着 非常 重要 的 认识 论 上 的 意义 。 罗 巴 切 夫 斯 基 不 仅 在 数学 上 
为 人 类 作出 了 重大 的 贡献 ,而 且 在 哲学 思想 宝库 中 也 留 下 了 珍贵 的 财富 。 他 在 当时 的 历史 
条 件 下 ,不 怕 孤 立 、 不 怕 打 击 、 坚 持 真理 的 大 无 最 精神 和 用 于 解放 思想 的 精神 ,同样 为 后 人 树 
立 了 光辉 的 榜样 。 


2 钝 角 假 设 与 球面 几何 


2.1 钝 角 假 设 与 椭圆 几 何 


继 罗氏 几何 后 ,德国 数学 家 黎 曼 在 1854 年 又 提出 了 既 不 是 欧 氏 几 何 又 不 是 罗氏 几何 的 
新 的 非 欧 几何 学 。 这 种 几何 采用 公理 “同一 平面 上 的 任何 两 直线 一 定 相交 ”代替 欧 几 里 得 平 
行 公理 ,并 对 欧 氏 几 何 中 其 余 公理 的 一 部 分 做 了 改动 ,在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 和 大 于 两 
直角 。 这 种 非 欧 几何 学 又 称 椭圆 几何 , 它 和 球面 几何 学 没有 太 大 的 差别 ,如 果 把 球面 的 对 顶 
点 看 成 同一 点 ,就 得 到 这 种 几何 学 。 


2.2 椭圆 几 何 的 代表 一 一 球面 几何 简介 


我 们 所 居住 的 地 球 , 其 局 部 地 貌 虽然 丘陵 起 伏 ,山川 纵横 ,但 是 其 全 局 的 形状 却 十 分 接 
近 于 一 个 球面 ,这 也 是 我 们 把 它 称 为 地 球 ” 的 缘故 。 球 面 也 是 几何 学 研究 的 对 象 , 称 为 球面 
几何 。 显 然 ,球面 几何 是 研究 球面 上 图 形 性 质 的 几何 学 , 它 以 球面 上 的 三 角形 ( 即 球面 上 三 
条 大 圆 弧 所 围 成 的 图 形 ) 为 基本 研究 对 象 ,进而 研究 其 他 球面 图 形 的 性 质 。1595 年 ,法 国 数 
学 家 波 带 斯 楚 克 在 (三 角 学 : 解 三 角形 的 简明 处 理 ) 一 书 中 首先 使 用 这 一 术语 ,三 角 学 是 以 
研究 平面 三 角形 和 球面 三 角形 的 边 和 和 角 的 关系 为 基础 ,达到 测量 上 的 应 用 为 目的 的 一 门 学 
科 。 早 期 三 角 学 是 天 文学 的 一 部 分 ,后 来 研究 范围 逐渐 扩大 ,成 为 以 三 角 函数 为 主要 对 象 的 
学 科 , 它 是 数理 分 析 的 基础 和 应 用 科学 的 工具 。 在 球面 上 .应 用 三 角 函 数 研 究 球面 图 形 , 称 
为 球面 三 角 学 , 它 在 天 文学 、 测 地 法 、 航 海 术 中 被 广泛 应 用 。 


2.2.1 球面 上 的 基本 图 形 


(1) 大 圆 和 小 圆 

球面 上 的 大 圆 是 指 一 个 过 球 心 的 平面 在 球面 上 的 截 线 。 球 面 上 不 是 大 圆 的 圆 叫做 小 
圆 。 大 圆 在 球面 几何 中 扮演 “直线 ?的 角色 ,过 球面 上 任 两 点 A 
和 B 可 以 作 一 大 圆 ,点 A 和 B 把 大 圆 分 成 两 段 大圆 弧 ,长 的 叫 
优 弧 , 短 的 叫 劣 弧 。 如 果 不 加 声明 .大 圆 弧 指 的 是 劣 弧 , 记 成 
“ 弧 ”"AB。 它 扮演 平面 上 “线段 "的 角色 。 

(2) 球面 角 

球面 上 一 点 及 过 该 点 的 任意 两 个 大 圆 弧 构 成 的 图 形 称 为 球 
面 角 , 这 两 条 大 圆 弧 的 切线 间 的 夹 角 即 为 该 球面 角 的 大 小 。 如 
图 2-1 所 示 , 两 大 圆 弧 AB 和 AC 的 交点 A 上 相应 的 两 条 大 圆 图 2-1 


章 = 非 歇 几何 的 几 种 典型 模型 


切线 AB“,AC' 间 的 夹 角 称 为 这 两 大 圆 弧 的 夹 角 , 记 为 角 A, 也 可 以 称 两 平面 OAB 和 OAC 
所 构成 的 二 面 角 为 这 两 大 圆 弧 的 夹 角 。 

(3) 球面 二 角形 

把 一 个 球面 角 的 两 边 延 伸 , 它 们 相交 于 角 顶 点 的 对 径 点 ,这 样 得 到 的 图 形 称 为 球面 二 角 
形 或 月 形 。 也 就 是 说 ,任意 两 个 不 同 的 大 圆 弧 把 球面 分 成 四 部 分 ,其 中 的 任 一 部 分 称 为 一 个 
月 形 , 也 称 为 梭 形 。 

(4) 球面 多 边 形 

球面 上 由 大 圆 弧 所 构成 的 封闭 图 形 称 为 球面 多 边 形 。 这 些 大 圆 弧 称 为 它 的 边 。 球 面 多 
边 形 根据 它 的 边 数 的 多 少 分 别称 为 球面 三 角形 , 球 四 边 形 , 球 五 边 形 等 。 

球面 多 边 形 的 边 , 必 须 是 大 圆 ( 即 以 球 心 为 圆心 的 圆 ) 的 圆 Pa 
弧 。 任 意 两 个 不 同 大 圆 的 两 个 交点 是 球面 上 的 一 对 对 径 点 , 即 球 
的 同一 条 直径 的 两 个 端点 称 为 一 对 对 径 点 。 其 中 ,球面 三 角形 
(如 图 2-2) 是 球面 上 最 常用 的 基本 图 形 , 构 成 球面 三 角形 的 大 圆 df 
弧 称 为 三 角形 的 边 ,三 条 边 的 交点 称 为 三 角形 的 顶点 ,过 球面 三 
角形 顶点 分 别 作 大 圆 弧 的 切线 ,两 条 切线 所 成 的 角 称 为 球面 三 角 Uy 
形 的 角 。 

注 上 面 所 说 的 球面 二 角形 不 适合 于 球面 多 边 形 的 定义 , 因 
为 球面 二 角形 的 一 边 等 于 半 大 圆 ,而 球面 多 边 形 的 一 边 小 于 半 大 圆 ,因此 最 简单 的 球面 多 边 
形 是 球面 三 角形 。 

(5) 极 三 角形 

过 球 心 垂直 大 圆 所 在 平面 的 直径 交 球 面 于 两 点 , 称 为 大 圆 的 极点 。 设 球面 三 角形 
ABC, 各 边 为 a,b,c, 如 果 A。 是 边 BC 所 在 大 圆 的 极 , 并 且 与 A 在 这 大 圆 的 同 侧 ; 同时 Bu， 
Co 分 别 与 边 CA,AB 也 具有 同样 的 关系 , 则 球面 三 角形 叫做 球面 三 角形 ABC 的 极 三 角形 ， 
如 图 2-3(a) ,车 把 它们 从 球面 上 截 下 来 , 则 可 用 图 2-3(b) 表 示 。 球 面 三 角形 的 角 ( 或 边 ) 与 
其 极 三 角形 的 边 ( 或 角 ) 互 补 (读者 自 证 ) 。 


图 2-2 


加 (b) 


(6) 对 称 三 角形 

假设 从 球面 三 角形 ABC 的 顶点 向 球 心 作 半径 并 延长 ,使 
之 与 球面 交 于 Au, Bu,Cu, 则 用 大 圆 弧 把 这 些 点 两 两 连接 起 来 
便 得 到 一 球面 三 角形 , 它 和 原 三 角形 对 应 , 称 为 原 三 角形 的 对 
称 三 角形 (如 图 2-4)。 三 角形 AuBuCs 中 所 有 的 边 和 角 都 分 
别 等 于 三 角形 ABC 中 相当 的 部 分 ,但 虽然 如 此 ,它们 并 不 重 
合 。 原 因 在 于 第 一 个 三 角形 中 各 边 的 排列 次 序 和 第 二 个 三 角 
形 并 不 相同 。 了 全 


2.2.2 球面 三 角形 


(1) 球面 三 角形 边 角 之 间 的 关系 

定理 2.1 球面 三 角形 中 ,两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,两 边 之 差 小 于 第 三 边 。 

定理 2.2 球面 三 角形 中 ,等 边 对 等 角 ,等 角 对 等 边 。 

定理 2.3 球面 三 角形 中 ,大 角 对 大 边 , 大 边 对 大 角 。 

定理 2.4 球面 三 角形 的 周 长 小 于 大 圆周 长 。 

读者 自行 证 明 。 

(2) 球面 三 角形 的 面积 公式 

在 半径 为 R 的 球面 上 ,任意 球面 人 ABC 的 面积 =(A 十 B 十 C 一 x)R?*。 特 别 地 ,在 单位 
球面 上 ,球面 人 ABC 的 面积 =A 十 B 十 C 一 x。 

上 述 结论 说 明 ,球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 r。 

证 明 如 图 2-5 所 示 , 将 AB,AC 这 两 个 大 圆 圆 弧 延 长 , 它 
们 相交 于 A 的 对 径 点 A。; 这 两 条 半圆 圆 弧 之 间 的 区 域 为 球面 
二 角形 ,由 于 球面 二 角形 可 视 为 大 圆 围绕 直径 旋转 某 一 角度 
达 A 所 成 的 旋转 面 , 因 此 ,球面 二 角形 的 面积 与 这 样 的 旋转 角 成 比 


例 ,所 以 它 的 面积 是 全 球面 面积 的 信人 倍 , 即 邹 人 A4xR* 一 2R* A, 其 


中 几 A 表示 人 A 的 弧度 数 。 记 Au , Bu ,Ce 分 别 为 A,B,C 的 对 径 
点 , 则 有 


Sm + Sanm = 2R* LAs (2-1) 
Sme + Sao — 2 RAB (2-2) 
Sansc + Sanse, = 2R* LC; (2-3) 


Saagc, et SAaoBuc。 


ni 


又 由 于 


Sansc + Samac 十 Saagoc + San,Bc 一 S¥ = 2rR?， (2-4) 
式 (2=]1) 十 式 (2=2) 十 式 (2=3) 得 


竟 s 非 欧 几 何 的 内 种 典型 模型 


3Sansc + SAauac + Saagoc + Sanac, = 2R' (LA+ LB+ LAC), (2-5) 
式 (2-5) 一 式 (2-4) 得 
2SAnac +2xR’ = 2R'(ZA+ LB+ ZO), 


即 
LA+LB+ 人 LC-x+ 敲 。 

当 R=1 时 ,单位 球面 三 角形 的 面积 公式 S 一 A 十 B 十 C 一 r。 

(3) 球面 三 角形 的 边 角 关 系 

球面 上 的 正弦 定理 ” 设 单位 球面 上 球面 人 ABC 的 三 内 角 分 别 为 A,B,C, 三 边 长 
分 别 为 ac, 则 汪汪 一 S。 

球面 上 的 余弦 定理 ” 设 单位 球面 上 球面 人 ABC 的 三 内 角 分 别 为 <A, 了 人 B,C, 三 边 长 
分 别 为 a,5,c, 则 


je = cosbcosc 十 sinbsinccosA， 


cosh = cosccosa 十 sincsinacosB, 


人 = cosacosb 十 sinasinpcosC 。 


球面 上 的 “ 勾 股 ”定理 ” 设 单 位 球面 上 球面 人 ABC 的 三 内 角 分 别 为 ~A ,一 B, 一 C, 其 中 
一 个 内 角 芝 C 一 子 ， 三 边 长 分 别 为 a,b,c, 则 cosc 一 cosacosb。 


(4) 球面 三 角形 的 全 等 

定义 2.1 两 个 球面 三 角形 ,如 果 三 对 边 对 应 相等 ,三 对 角 也 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 
角形 称 为 相等 的 ; 如 果 方 向 也 相同 , 则 称 为 是 全 等 的 ; 如 果 方 向 相反 , 则 称 为 是 对 称 的 。 

定理 2.5 如果 两 个 球面 三 角形 有 两 对 边 对 应 相等 ,并 且 它 们 的 夹 角 也 相等 , 则 这 两 球 
面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 对 称 。 

推论 ”如 果 两 个 球面 三 角形 有 两 对 角 对 应 相等 而 且 它 们 的 夹 边 也 对 应 相等 , 则 这 两 球 
面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 对 称 。 

定理 2.6 如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 对 边 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 
对 称 。( 读 者 自 证 ) 

推论 如果 两 个 球面 三 角形 的 三 对 角 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 
对 称 。 

证 明 设 和 ABC 和 AAiBiC 中 ,A==A1,B==B1,C==Cisasbs,c, 和 a1sb1isc 分 别 是 这 
两 个 三 角形 的 相应 的 边 , 分 别 作出 它们 的 极 三 角形 人 A'B'C' 和 八 A14B14C1 ,其 对 应 各 边 的 长 
分 别 为 a ,0 ,c 和 a ,614,c1, 则 

A+ta’ =180°=A+ai, B+b’ =180=B+b, C+ec =180=C+t+e, 

而 三 去 天 三 其 记 二 总 
所 以 a 二 a1 ,0 二 b14,c 二 c1, 从 而 得 人 A'B'C' 生 人 入 A14B1C1, 故 


.三 Ws BB Cs 
及 因为 A'+a=Ai+a1;B' 6=B1 十 WC c=C1+615 
A’=A1,，B’=B1, C=0C', 
所 以 a 一 al ,0 一 六 ,ce 一 ca, 从 而 得 AABCS2AABiC:。 得 证 。 
注 ”最 后 一 个 推论 对 于 欧 氏 几何 不 成 立 。 因 为 平面 几何 告诉 我 们 : 两 个 三 角形 的 三 对 
角 相 等 ,三 角形 相似 ,不 一 定 全 等 。 


< 殉 AMAIA 


黎 曼 简介 


黎 曼 ,德国 人 。1826 年 9 月 17 日 生 于 汉诺威 。14 岁 时 ,他 进入 大 
学 预科 学 习 。 在 校长 的 鼓励 下 ,他 以 惊人 的 速度 和 理解 力 阅 读 了 勒 让 
德 、 欧 拉 等 著名 数学 家 的 著作 。19 岁 时 ,遵照 父亲 的 意愿 进入 哥 廷 根 大 
学 学 习 神 学 。 但 是 在 高 斯 韦伯、 斯 特 恩 等 数学 家 的 影响 下 ,他 对 数学 
更 感 兴趣 。 征 得 父亲 同意 后 ,他 放弃 了 神学 而 改修 数学 ,并 成 为 高 斯 晚 
年 的 门生 。 在 高 斯 的 指导 下 ,于 1851 年 11 月 完成 了 博士 论文 ( 复 变 函 
数 的 基础 》, 并 获得 了 博士 学 位 。1859 年 , 狄 利克 雷 逝 世 , 作 为 他 的 继承 
人 , 黎 曼 被 任命 为 哥 延 根 大 学 教授 。 同 年 ,他 被 选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 
和 巴黎 科学 院 院士 。 由 于 长 期 生活 艰难 ,工作 劳累 , 黎 曼 身体 很 不 好 。1866 年 7 月 20 日 不 
幸 病 逝 于 意大利 ,年 仅 39 岁 。 

黎 曼 在 他 短 短 的 一 生 中 ,发 表 的 论文 并 不 多 ,但 是 他 的 每 一 篇 论文 不 仅 在 当时 ,即使 在 
当代 也 是 具有 重要 意义 的 ,他 在 数学 的 许多 领域 作出 了 划时代 的 贡献 。 

在 复 变 函数 论 方面 。 他 在 其 博士 论文 中 ,引入 了 解析 函数 的 概念 ,完全 摆脱 了 显 式 表示 
的 约束 ,而 注重 一 般 性 原理 。 在 积分 学 方面 。 他 在 其 1854 年 的 任职 论文 中 ,推广 了 狄 利克 
雷 、 柯 西 所 创建 的 只 适用 于 连续 函数 的 积分 概念 ,建立 了 适用 于 有 界 函 数 的 积分 概念 , 即 歼 
曼 积 分 。 在 三 角 级 数理 论 方面 。 他 在 其 1854 年 的 任职 论文 中 ,试图 找 出 使 区 间 [ 一 x,xj] 中 
的 一 点 工 处 (xX) 的 傅 里 叶 级 数 收敛 于 /(x) 时 ,f(x) 必 须 满足 的 充分 必要 条 件 。 

在 几何 基础 方面 。 他 在 1854 年 的 就 职 演讲 中 ,彻底 革新 了 几何 观念 ,创立 了 歼 曼 几 何 。 
他 提出 的 空间 的 几何 并 不 只 是 高 斯 微分 几何 的 推广 。 他 重新 开辟 了 微分 几何 发 展 的 新 途 
径 ,并 在 物理 学 中 得 到 了 应 用 。 他 认为 欧 几 里 得 的 几何 公理 与 其 说 是 自明 的 ,不 如 说 是 经 验 
的 。 于 是 ,他 把 对 三 维 空间 的 研究 推广 到 姑 维 空间 ,并 将 这 样 的 空间 称 之 为 一 个 流 形 。 他 还 
引入 了 流 形 元 素 之 间距 离 的 微分 概念 ,以 及 流 形 的 曲率 的 概念 。 从 而 发 展 了 空间 理论 和 关 
于 曲率 的 原理 。 

在 数论 方面 。 他 于 1859 年 发 表 的 论文 (在 给 定 大 小 之 下 的 素数 的 个 数 ) 麦 动 了 数学 界 。 
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他 把 素数 分 布 的 问题 归结 为 函数 5(<) 一 >) 


n=1 


二 ,一 十 这 的 问题 ,这 就 是 著名 的 黎 曼 
函数 。 


此 外 ,他 对 微分 方程 理论 也 作出 了 贡献 ,有 以 他 的 名 字 命名 的 恒等式 与 方程 。 


3 非 欧 几 何 的 实现 模型 


罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 诞生 后 长 期 不 为 人 们 所 接受 ,一 个 重要 原因 是 , 它 所 得 到 的 结论 是 奇 
特 的 ,与 人 们 所 熟悉 的 事实 大 相 径 庭 , 尽 管 在 逻辑 推理 上 它 是 严密 的 ,无 懈 可 击 的 。 但 是 除 
去 逻辑 推理 外 ,人 们 看 不 到 任何 东西 。 因 而 在 现实 空间 中 找到 一 个 模型 来 实现 它 , 就 变 得 十 
分 重要 了 。 

第 一 个 这 样 的 模型 是 1868 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 给 出 的 。 他 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 
面 的 一 部 分 与 伪 球 面 的 一 部 分 之 间 建 立 了 点 之 间 的 对 应 ,然后 用 伪 球 面 的 内 蕴 几 何 来 解释 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 这 种 解释 给 予 人 们 很 大 的 启发 ,使 人 们 对 非 欧 几 何 有 了 进一步 的 认识 。 
这 种 解释 的 缺点 是 , 它 不 是 整体 的 ,只 是 局 部 的 。 

第 一 个 整体 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 是 德国 数学 家 克 莱 因 给 出 的 。 他 在 1871 年 的 
一 篇 论文 中 概略 地 叙述 了 他 的 思想 。 他 是 第 一 个 认识 到 无 需 用 曲面 来 获得 非 欧 几 何 模型 的 
人 。 克 莱 因 把 单位 圆 作 为 罗氏 几何 的 平面 ,把 圆 中 的 弦 作 为 罗氏 几何 的 直线 。 在 适当 地 定 
义 了 距离 概念 之 后 ,使 得 罗氏 几何 的 模型 得 以 实现 。 克 莱 因 的 这 一 模型 使 人 们 对 罗氏 几何 
有 了 真实 感 。 

克 菜 因 之 后 ,法 国 数学 家 庞 加 莱 给 出 了 另 一 个 罗氏 几何 的 模型 。 他 把 克 莱 因 模型 中 的 
蓄 改 为 垂直 于 单位 圆周 的 圆 弧 ,并 把 非 欧 几 何 与 分 式 线性 变换 联系 起 来 。 庞 加 莱 的 模型 为 
罗氏 几何 的 应 用 开辟 了 广阔 的 道路 。 目 前 这 一 模型 在 复 分 析 、 黎 曼 曲 面 、 自 守 函 数 、 克 莱 因 
群 等 许多 数学 分 支 中 得 到 广泛 应 用 。 


3.1 克 莱 因 模型 


如 果 把 投影 平面 上 某 一 条 直线 作为 无 穷 远 直线 ,可 得 到 仿 射 平面 。 进 一 步 在 仿 射 平面 
上 适当 地 定义 两 点 之 间 的 距离 与 直线 的 夹 角 就 得 到 欧 氏 平面 。 下 面 取 定 射 影 平 面 上 一 条 实 
的 非 退 化 的 二 次 曲线 KK,K 把 射影 平面 上 的 点 分 成 三 部 分 : K 上 的 点 ; K 内 部 的 点 (无 切线 
点 ); KK 外 部 的 点 (二 切线 点 )。 适 当选 择 射影 坐标 ,K 的 方程 可 写成 zf 十 zi 一 xz3 二 0, 采 用 


点 的 非 齐 次 坐标 z 一 也 ,2 一 是 , 则 开 : z 十 % 一 1 也 可 以 看 成 欧 氏 平面 E? 上 的 单位 圆 。 


定义 3.1 K 内 部 的 点 所 成 集合 了 H? 二 {(zx,y)EF?|z? 十 y* 过 1) 叫做 双 曲 平面 ,其 上 的 
点 是 双 曲 平面 上 的 点 ,二 次 曲线 上 点 成 为 理想 点 或 无 穷 远 点 ,K 叫做 双 曲 平面 的 绝对 形 。 
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定义 3.2 绝对 形 K 的 每 一 条 弦 ( 即 射影 平面 上 直线 在 天 内 部 分 ) 是 双 曲 平面 上 的 直 
线 , 点 与 直线 的 结合 关系 是 通常 的 结合 关系 。 

定义 3.3 如果 双 曲 平面 上 两 直线 在 HH? 上 不 相交 , 称 它们 平行 ;, 如 果 它 们 相交 于 绝对 
形 , 则 称 它们 是 一 对 极限 平行 线 。 

P(xzi,zz ,zs) 是 双 曲 平面 上 点 的 充 要 条 件 是 zi 十 zx 一 x 二 0。 根 据 定义 , 双 曲 平面 上 任 
一 直线 与 绝对 形 有 两 个 交点 ,因此 , 任 一 双 曲 直线 上 有 两 个 无 穷 远 点 。 双 曲直 线 上 任意 两 点 
决定 一 双 曲 线段 。 由 定义 ,平行 关系 是 相互 的 , 即 如 果 直 线 & 与 w 平 行 , 则 w 与 & 也 是 平 
行 的 。 

这 样 定 义 的 双 曲 平面 是 双 曲 几何 的 一 个 模型 ,叫做 克 莱 因 模型 。 
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殉 莱 因 简 介 


克 菜 因 , 德 国人 。1849 年 4 月 25 日 生 于 菜 菌 河畔 。1871 年 1 月 被 
聘 为 哥 延 根 大 学 教授 。1872 年 起 任 埃 尔 朗 根 大 学 教授 。1874 年 起 任 
慕尼黑 工业 高 等 学 校 教授 。1875 年 当选 伦敦 皇家 学 会 会 员 。1886 年 
起 任 哥 廷 根 大 学 教授 。1908 年 任国 际 数学 教育 委员 会 中 央 委 员 。1925 
年 6 月 22 日 去 世 。 

克 菜 因 在 数学 上 的 贡献 是 多 方面 的 。 

在 几何 学 方面 。1871 年 8 月 他 发 表 了 《关于 非 欧 几 何 的 统一 的 研 
究 ), 把 凯 菜 关于 以 一 般 射 影 关系 来 决定 度量 的 思想 和 空间 概念 拓展 为 
一 般 化 ,把 欧 氏 几何 .罗氏 几何 、 黎 氏 几 何在 椭圆 、 双 曲 和 抛物 线 的 几何 学 的 名 目下 统一 起 来 
了 。1872 年 ,在 著名 的 就 职 演说 中 ,用 变换 群 的 概念 ,把 各 种 几何 学 统一 起 来 ,论证 了 各 种 
几何 都 有 相应 的 群 对 应 。 所 谓 几 何 学 ,就 是 探 完 群 进行 变换 时 不 变 的 图 形 性 质 , 即 变 成 了 群 
的 不 变 式 论 。 这 个 演说 被 称 为 埃 尔 朗 根 纲领 , 它 支配 了 几何 学 的 50 年 的 研究 方法 。 

此 外 , 克 菜 因 于 1895 年 总 结 了 前 人 的 研究 成 果 , 给 出 几何 三 大 问题 不 可 能 用 圆规 直 尺 
作 图 的 简单 而 明晰 的 证 法 .彻底 解决 了 延续 两 千 多 年 的 悬案 。 

在 函数 论 方面 。 从 1874 年 起 , 克 菜 因 着 重 把 群 论 应 用 于 线性 微分 方程 .椭圆 模 函 数 、 阿 
贝 泵 函数 及 自 守 函 数 的 研究 。 在 应 用 数学 方面 。 从 1892 年 起 , 哥 廷 根 大 学 在 克 菜 因 的 指导 
下 ,纯粹 数学 和 应 用 数学 并 重 ,尤其 重视 数学 在 物理 学 上 的 应 用 。 

特别 要 指出 , 克 莱 因 在 数学 教育 方面 花费 了 很 大 精力 。1908 年 在 罗马 召开 的 第 4 届 国 
际 数学 家 大 会 上 设立 了 国际 数学 教育 委员 会 , 克 菜 因 被 选 为 中 央 委 员 ; 在 第 5 届 同 一 委员 
会 上 ,他 担任 主席 。 克 菜 因 强调 要 用 近代 数学 的 观点 改造 传统 的 中 学 数学 内 容 。1908 年 他 
编 了 一 套用 高 等 观点 研究 初等 数学 ),. 极 力主 张 加 强 函 数 和 微 积分 的 教学 ,认为 要 充实 代数 


内 容 ; 主张 把 解析 几何 纳入 中 学 数学 的 教学 内 容 ; 还 要 求 用 变换 观点 改造 传统 几何 内 容 。 
他 的 这 些 主张 都 陆续 地 实现 了 。 

克 菜 因 对 数学 史 有 特别 的 研究 。 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 他 写 了 一 本 《19 世纪 数学 史 讲 
义 》, 阅 明了 数学 发 展 的 历史 意义 ,着 重 对 数学 作 了 历史 的 考察 ,把 数学 放 在 整个 文化 中 
研究 。 

1912 年 克 菜 因 获 伦敦 皇家 学 会 的 科普 利 奖 。 


3.2 遍 加 莱 模 型 


用 A 表示 复 平面 C 上 的 单位 圆 , 即 A 二 {xz: |z| 过 1}, 它 的 边界 
用 94 表示 , 取 A 的 内 部 为 非 欧 平面 , 任 一 点 x~EA, 都 是 非 欧 平面 内 
的 点 , 称 为 非 欧 点 。 在 A 内 与 94 内 垂直 的 圆 弧 或 者 直线 段 , 称 为 非 
欧 平面 的 非 欧 直线 (如 图 2-6 所 示 )。 由 此 ,所 有 过 原点 的 直线 都 是 
非 欧 直线 。 两 条 非 欧 直 线 间 的 夹 角 定 义 为 在 交点 处 他 们 切线 的 夹 
角 , 若 非 欧 直线 是 直线 段 , 则 切线 就 是 它 本 身 。 

此 外 ,还 需 定义 两 点 间 的 非 欧 距离 。 任 取 两 个 非 欧 点 ,xs*E 图 
A,si'ss 间 的 非 欧 距离 定义 为 


欲 证 d (= ,xz: ) 是 距离 函数 ,需要 验证 它 满足 通常 关于 距离 的 三 条 性 质 : 
(1) d(x ,zz ) 宇 0, 等 号 仅 在 21 二 zs 时 成 立 ; 
(2) d (zi ,22)=d(z2 ,21)s 
(3) d(z1i,z2)<d(z1,z3)+d(z3 ,zz )。 
验证 如 下 。 
(1) 当 和 “二 zz 时 ， 
0, 从 而 d(x1,z2) 记 0。 
(2) 只 需 注意 | 一 x2 | 二 |zz 一 | 和 |1 一 zs | 二 |1 一 zx | 即 可 ,而 这 是 明显 的 。 
(3) 由 读者 自行 验证 。 
给 定 A 内 一 点 <。 和 一 个 实数 一 0, 以 zo 为 中 心 , 以 7 为 半径 的 非 欧 贺 定义 为 集合 
A= {z € A: d(z0,2) =<r}, 
到 x 的 非 欧 距离 等 于 7 的 一 切 点 的 集合 
A= {z € A: d(z0,2) =r} 
叫做 以 zo 为 中 心 以 7 为 半径 的 非 欧 圆周 。 


Z2 Tl 


2 Tl 


一 0, 从 而 d(zi,zz) 一 In1 一 0; 当 >=: 天 zs 时 ， 


1— zz 1—xzizz 


_3. 非 欧 几何 的 实现 模型 .- 


若 w=J/(z) 是 A 到 A 的 一 个 变换 ,在 这 个 变换 下 两 点 的 非 欧 距离 保持 不 变 , 即 ds ， 
2) 二 d(an oz) ,其 中 四 一 /sa) ,wz 二 f(zz), 则 成 是 一 个 非 欧 刚体 运动 。 
在 非 欧 几何 中 , 非 欧 运 动 保持 非 欧 距 离 不 变 。 


庞 加 莱 简 介 


庞 加 莱 , 法 国人 。1854 年 4 月 29 上 日生 于 南 锡 市 。 他 对 数学 深 感 兴 
趣 , 于 1876 年 写 出 了 论文 (关于 微分 方程 所 定义 的 函数 的 性 质 》, 于 
1878 年 发 表 在 《高 等 工艺 学 校 学 报 》 上 。 同 年 ,他 写 出 了 博士 论文 《 自 变 
量 为 任意 个 数 的 偏 微分 方程 的 积分 ), 获 得 了 巴黎 大 学 数学 博士 学 位 。 
1879 年 起 庞 加 菜 任 卡 思 大 学 教授 。1881 年 起 执教 于 巴黎 大 学 。1908 
年 被 选 为 法 国 科学 院 院士。1912 年 7 月 17 日 在 巴黎 逝世 。 

庞 加 菜 是 19 世纪 末 20 世纪 初 国家 数学 界 的 领袖 人 物 , 是 一 位 对 数 
学 及 其 应 用 做 了 广泛 的 独创 性 、 黄 基 性 工作 的 大 师 。 

首先 ,他 创立 了 自 守 函数 理论 和 微分 方程 定性 理论 。 自 守 函 数 就 是 在 某 些 变换 群 作用 
下 不 变 的 函数 , 它 是 圆 函 数 、 双 曲 函 数 、 椭 圆 函数 的 推广 。 庞 加 菜 深 入 研究 了 常 微 分 方程 所 
定义 的 积分 曲线 的 形状 和 奇 点 的 性 质 。 他 创立 了 研究 微分 方程 的 新 方法 , 即 不 求解 方程 ,而 
从 方程 本 身 出 发 ,直接 研究 积分 曲线 的 性 质 ,就 是 解 的 性 质 。 这 个 方法 被 称 为 微分 方程 的 定 
性 理论 。 

其 次 , 庞 加 菜 是 组 合 拓扑 学 的 黄 基 人 。 他 研究 了 代数 函数 fCz,y'z) 一 0 当 xz,y,x 都 是 
复数 时 的 四 维 曲面 的 结构 。 值 得 一 提 的 是 ,1912 年 他 在 逝世 前 不 久 得 到 了 一 个 有 重要 价值 
的 不 动 点 理论 : 如 果 平 切 环 的 一 个 自身 到 自身 的 拓扑 变换 把 它 的 一 边 (是 圆周 ) 沿 着 一 个 方 
向 转动 ,而 把 另 一 边沿 着 相反 的 方向 转动 ,同时 保持 面积 不 变 , 则 在 平 切 环 里 至 少 存 在 两 个 
不 动 点 。 

第 三 , 庞 加 莱 在 非 欧 几 何 、 代 数 几 何 、 偏 微分 方程 ,积分 方程 等 领域 里 也 作 了 许多 贡献 。 
如 独立 地 得 到 了 平面 双 曲 几何 的 庞 加 菜 模 型 ; 在 代数 几何 中 得 到 了 一 个 普遍 的 单 值 化 定 
理 , 并 于 1907 年 完成 了 这 个 定理 的 证 明 ; 1894 年 证 明了 偏 微分 方程 Aw 十 Mu 一 太 ( 这 里 是 
复数 ,在 区 域 边界 上 uu 二 0) 在 一 个 有 界 三 维 区 域内 的 所 有 特征 值 的 存在 性 及 基本 性 质 ; 

庞 加 莱 也 是 一 位 物理 学 家 。 

庞 加 菜 同 时 还 是 一 位 自然 科学 哲学 家 ,他 主张 数学 的 对 象 及 真理 不 能 脱离 数学 的 真理 
或 直觉 而 独立 存在 ,它们 应 当 能 够 通过 理性 的 活动 或 直觉 的 活动 而 独立 存在 。 发 表 了 一 系 
列 的 自然 哲学 名 著 。 


庞 加 莱 由 于 在 数学 上 不 断 作 出 卓越 贡献 ,得 到 了 许多 奖励 : 1881 年 由 于 论文 ( 单 变量 
线性 微分 方程 理论 的 重点 改善 ) 而 得 到 法 国 科学 院 的 数学 科学 大 奖 ; 1889 年 获 瑞典 国王 奥 
斯 卡 二 世 设 立 的 国际 数学 奖 ; 1905 年 获 多 牙 利 科学 院 颁 发 的 奖金 为 10 000 金 克朗 的 鲍 
耶 奖 。 

庞 加 莱 一 生 写 过 近 500 篇 科学 论文 和 几 十 部 科学 著作 。 被 公认 是 19 世纪 后 四 分 之 一 
和 20 世纪 初 的 领袖 数学 家 ,是 对 于 数学 和 它 的 应 用 具有 全 面 知 识 的 最 后 一 个 人 。 


练 习 2 


1. 简 述 罗氏 几何 公理 体系 与 传统 欧 氏 几何 公理 体系 的 异同 。 

2. 仔细 研读 黎 曼 的 讲演 “几何 基础 的 假说 "。 试 描述 黎 曼 的 主要 新 思想 ,这 些 思想 在 20 
世纪 又 如 何 得 到 发 扬 光 大 ? 常常 有 这 样 一 种 说 法 : 黎 曼 的 工作 是 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 先 
驱 ,你 对 此 有 何 想法 ? 

3 简 述 非 欧 几 何 的 实现 模型 对 非 欧 几何 的 发 展 和 应 用 的 意义 。 


第 二 部 分 
欧 氏 几何 、 仿 射 
几何 与 射影 几何 


a 


欧 氏 几何 与 一 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 


在 以 前 的 几何 学 习 中 ,我们 曾经 研究 过 了 长 度 .角度 面积 等 涉及 大 小 的 图 形 性 质 , 还 研 
究 了 圆 、 三 角形 .多边形 .全 等 .相似 ,平行 等 涉及 形状 及 位 置 关 系 的 图 形 性 质 。 在 那里 ,研究 
问题 的 基本 观点 是 静止 的 .固定 的 ,我 们 把 以 前 的 几何 叫做 初等 几何 。 但 现实 世界 的 客观 
事物 却 是 在 不 断 运动 和 发 展 变化 的 ,为 了 更 加 深入 地 、 客 观 地 认识 图 形 的 性 质 , 需 要 另 一 
种 几何 ,我 们 把 它 叫 做 高 等 几何 。 在 高 等 几何 中 ,将 用 运动 和 变换 的 观点 去 考察 图 形 的 
性 质 。 


1 直角 坐标 系 . 欧 氏 平面 .变换 群 与 等 距 变 换 
本 节 将 介绍 直角 坐标 系 、 欧 氏 平面 .运动 与 变换 以 及 变换 群 等 相关 概念 。 
1.1 直角 坐标 系 与 欧 氏 平面 


在 解析 几何 中 ,我 们 知道 在 平面 上 建立 一 个 标 架 ,就 唯一 确定 一 个 坐标 系 , 有 了 坐标 系 ， 
平面 上 的 点 或 者 向 量 就 有 了 确定 的 坐标 ,并 且 点 的 坐标 与 向 量 的 坐标 之 间 也 有 了 一 种 一 一 
对 应 关系 ,从 而 几何 上 的 很 多 问题 就 可 以 借助 代数 的 知识 来 进行 讨论 和 研究 。 

定义 1.1 若 二 维 平 面 上 标 架 {O; ei ,ez } 的 基 向 量 e1,e: 是 标准 正 交 基 , 则 把 此 标 架 对 
应 的 坐标 系 叫 做 二 维 直 角 坐 标 系 , 在 此 坐标 系 下 点 的 坐标 叫做 笛 卡 儿 直 角 坐 标 , 简 称 直角 
坐标 。 

直观 上 ,我 们 把 建立 了 直角 坐标 系 的 平面 叫做 欧 氏 平面 。 
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1.2 变换 群 


1.2.1 映射 与 变换 的 定义 


定义 1.2 设 有 集合 S 和 5S’, 车 对 于 S 中 的 每 一 个 元 素 a ,按照 确定 的 对 应 法 则 工 ,在 
S' 中 总 存在 唯一 元 素 a 与 之 对 应 , 则 把 此 法 则 了 叫做 从 集合 S 到 集合 S “的 映射 , 记 为 
1 (1-1) 
若 在 了 之 下 ,元 素 a(E S) 的 对 应 元 素 是 a (ES ) , 则 称 工 将 w 映 成 a , 记 为 
页 Fe = 了 
并 称 a’ 为 a 在 了 之 下 的 像 ,a 为 a' 在 T 之 下 的 原 像 。 

对 于 映射 (1-1) ,我 们 用 T(S) 表 示 集 合 S 的 全 体 元 素 在 T 之 下 的 像 的 集合 。 一 般 地 ， 
T(S) 是 S' 的 子 集 , 即 T(S)CES'。 车 TC(S)==S', 即 S' 中 的 每 一 元 素 在 T 之 下 都 有 原 像 , 则 
把 此 映射 叫做 满 射 ; 若 S 中 不 同 元 素 的 像 也 不 同 , 则 把 此 映射 叫做 单 射 , 既 是 单 射 又 是 满 射 
的 映射 ,叫做 双 射 ( 即 一 一 映射 ), 双 射 在 映射 理论 研究 中 是 最 重要 的 。 

在 本 书 中 ,将 两 个 集合 之 间 的 双 射 叫做 对 应 ; 将 集合 到 自身 的 双 射 叫做 变换 。 


1.2.2 二 维 平面 上 的 点 变换 及 其 代数 表达 式 


定义 1.3 设 集合 x 和 x 是 两 个 平面 ,车 对 于 平面 + 上 的 每 一 个 点 M ,按照 确定 的 对 应 
法 则 了 ,在 平面 世上 总 存在 唯一 点 M' 与 之 对 应 , 则 把 此 法 则 工 叫做 从 平面 x 到 平面 x 的 映 
射 , 记 为 

和 人 -分 
车 在 本 之 下 ,点 M(Ez) 的 对 应 点 是 M'(Ex), 则 称 工 将 点 M 映 成 点 M', 记 为 
MhrM' = T(M), 
并 称 点 M 是 点 M 在 T 之 下 的 像 点 .点 M 是 点 M' 在 TT 之 下 的 原 像 点 。 

特别 地 , 当 x 和 x 是 同一 个 平面 . 且 映 射 是 双 射 时 ,此 映射 叫做 平面 上 的 一 个 点 变换 。 

从 代数 学 我 们 知道 ,可 以 证 明 , 平 面 上 点 变换 的 代数 表示 式 是 一 个 非 退 化 的 线性 变换 ， 
即 设 平面 上 原 像 点 M 的 坐标 是 (x.y). 像 点 M 的 坐标 是 (x ,y), 则 将 点 M 变 成 点 M 的 点 
变换 的 代数 表达 式 为 

人 一 aazr 十 azy 十 a， 


dan day 


关 0。 (1-3) 


J = anz+awy+i+b, Qa a22 

此 点 变换 的 特征 是 : 点 变动 ,而 坐标 系 不 动 。 另 外 有 一 种 变换 一 一 坐标 变换 , 它 的 特征 
是 : 坐标 系 变动 ,而 点 不 动 。 由 以 前 的 相关 知识 知道 .点 变换 和 坐标 变换 的 代数 表示 式 可 能 
形式 上 都 是 一 样 ,比如 都 为 式 (1-3) ,但 对 其 中 (x .y ) 和 (zsy) 的 理解 是 不 同 的 , 即 当 它 是 点 
变换 时 ,其 中 的 (x ,y ) 和 (zx,y) 表 示 像 点 和 原 像 点 在 同一 坐标 系 下 的 坐标 ; 而 当 它 是 坐标 


1 直角 坐标 系 、 欧 氏 平面 、 变 换 群 与 等 


变换 时 ,其 中 的 (zx ,y ) 和 (zx,y) 却 表示 同一 点 在 新 旧 两 个 坐标 系 下 的 坐标 。 
作为 例子 ,下 面 介绍 几 种 常见 的 特殊 点 变换 。 
例 1( 恒 等 变换 ) 若 工 是 把 平面 zx 上 的 点 都 变 到 自身 的 变换 , 即 任 给 M 属于 x ,都 有 
MPT(M)=M=M, 


则 把 变换 工 叫做 恒 等 变 换 ( 或 单位 变换 ) , 常 记 为 1, 恒 等 变换 的 代数 表达 式 为 


rx = TY 
1: 1 (1-4) 
y= 本 二 

例 2( 平 移 变换 ) 将 平面 上 的 点 M 按 定向 量 a 的 方向 移动 到 点 M', 使 得 MM ”=a 的 变 
换 叫 做 平移 变换 ,简称 平移 。 以 a 为 平移 向 量 的 平移 变换 常 记 为 T。。 为 了 给 出 平移 变换 的 
代数 表达 式 ,在 平面 上 选取 由 标 架 {O; i, 站 决定 的 直角 坐标 系 O-zy, 如 图 3-1 所 示 。 设 
M(x yy),M (zy ) ,a 二 (zo,yo) ,利用 MM 二 a, 易 得 在 平移 变换 T。 的 作用 下 , 像 点 坐标 与 
原 像 点 坐标 之 间 的 关系 , 即 平移 变换 T。 的 代数 表达 式 为 


x = TT 
:1 ， 《二 -5 
和 一 了 十 及 

在 代数 上 , 式 (1-5) 与 平面 解析 几何 中 平移 坐标 轴 的 坐标 变换 公式 是 一 致 的 。 但 要 注 
意 ,两 者 在 几何 意义 上 是 不 同 的 : 前 者 表示 点 变动 ,坐标 系 不 动 ; 而 后 者 表示 坐标 系 变动 ， 
点 不 动 。 

例 3( 旋 转变 换 ) ”对 平面 上 的 固定 点 O 和 有 向 角 0, 使 得 原 像 点 M 与 像 点 M 满足 关 
系 : 1OM | 二 10M| ,二 MOM =0 的 点 变换 叫做 以 O 为 中 心 的 旋转 变换 ,简称 旋转 ,以 坐标 
原点 O 为 中 心 ,旋转 角 为 0 的 旋转 变换 常 记 为 Re。 


| 图 3-2 


如 图 3-2 所 示 , 以 直角 坐标 系 O-zy 的 原点 O 为 中 心 ,在 此 坐标 系 下 ,由 于 原 像 点 M 的 
坐标 (z,y) 可 以 写成 
(zyy) 三 ( |OM | cosg: [OM |sing), 
故 像 点 M'(x',y ) 的 坐标 为 
zx'=| OW | cos(p 十 0) 
| OM | (cospcos0 一 sinpsin0) = zcos0 — ysin0， 
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就 竺 | Ow | sin(P 十 0) = zsin + ycos0。 
于 是 ,在 给 定 的 直角 坐标 系 下 ,Ro 的 代数 表达 式 为 


zx = zcosg 一 ysin0， 
Re 1 (1-6) 
y 一 xsin0 十 ycosO。 


显然 ,在 代数 上 , 式 (1-6) 与 平面 解析 几何 中 旋转 坐标 轴 的 坐标 变换 公式 是 一 致 的 。 但 
要 注意 ,两 者 在 几何 意义 上 也 是 不 同 的 : 前 者 表示 点 变动 ,坐标 系 不 动 ; 而 后 者 表示 坐标 系 
变动 ,点 不 动 。 

例 4( 镜 射 变 换 ) 对 平面 上 的 定 直线 !, 使 得 原 像 点 M 与 像 点 M "之 间 的 线段 MM “被 / 
垂直 平分 的 点 变换 叫做 以 ! 为 轴 的 镜 射 变换 ,简称 镜 射 (也 称 反 射 ), 轴 为 / 的 镜 射 常 记 
为 Mi。 

如 图 3-3 所 示 ,在 以 :为 横 轴 的 直角 坐标 系 O-zy 下 , 镜 射 的 代数 表达 式 为 

Me 人 (1-7) 
= 
请 读者 给 出 以 纵 轴 为 轴 的 镜 射 的 代数 表达 式 。 
以 上 各 例 均 为 平面 到 自身 的 变换 ,下 面 给 出 两 个 平面 之 间 的 对 应 。 
例 5( 平 行 射影 ) 如 图 3-4 所 示 , 设 平面 与 平面 x' 交 于 直线 &,r 是 既 不 平行 于 x ,又 
平行 于 x 的 向 量 。 对 于 x 上 任意 点 M, 过 点 M 作 平 行 于 e 的 直线 , 交 x 于 点 M', 则 将 点 
M 映 成 点 M' 的 点 对 应 叫做 平面 x 到 平面 x 的 平行 射影 .向量 e 叫做 投影 方向 。 


ee 
和 


我 们 今后 主要 讨论 在 二 维 平面 上 点 到 点 ,点 到 直线 以 及 直线 到 直线 之 间 的 变换 。 
1.2.3 映射 的 乘积 与 逆 


车 将 平面 上 的 点 M 先 施 行 Ro 得 M', 再 施行 T。 得 M”, 则 由 式 (1-6) 和 式 (1-5) 易 得 
M(z,y) 到 M (x, 六) 的 关系 式 为 
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人 = zcosb 一 ysing 十 Zro， 


y = xsing ycosb + yo。 
我 们 把 这 种 从 点 M 到 点 M” 的 变换 叫做 变换 Ro 与 变换 T。 的 乘积 . 记 为 T。。Ro( 或 ToRo), 即 
M’=T,° Re(M). 
映射 是 可 以 连续 施行 的 ,一 般 地 , 设 有 映射 TI:; SS 和 T:: S' 一 S', 则 乘积 TsT: 
S 一 S' 定 义 为 
对 于 任意 MES,TsoTi(M)==Ts[Ti(M)]。 
由 映射 乘积 的 定义 可 知 ,映射 的 乘积 满足 结合 律 。 事 实 上 ,对 于 任意 ME S, 总 有 
[Ts (Ts TDIM) = Ts[TeTi (MD] = Ts{ TL Ti (MD)J}, 
[TORID= (TDLTINDY = THTETRMODN: 
于 是 (TsT2)Ti=Ts(T,T).。 
要 注意 的 是 ,一 般 映 射 的 乘积 不 满足 交换 律 , 即 一 般 TTi 隆 Ti1T;。 请 读者 自己 举例 。 
我 们 知道 , 双 射 T: S>S' 有 道 映 射 T 飞 : S 一 S, 即 若 TOM)=M', 则 TOM) 一 M。 
而 且 , 对 于 变换 T: S$, 显然 有 
TTT= TT= 
直观 上 ,容易 看 到 Te =T-。, Ri 一 Re-o，, 即 
To [x = XT— Xos 
访 二 


起 cos( 一 0) 一 ysin( 一 0) = zcosO 十 ysin0， 
Ry 


y = zsin( 一 0) 十 ycos( 一 0) sin0 十 ycosO。 
1.2.4 变换 的 不 动 元 素 与 不 动 子 集 


定义 1.4 对 于 变换 TT: S-~~S, 若 存在 元 素 ME S, 使 得 TCM)=M, 则 把 M 叫做 此 变换 
的 不 动 元 素 ; 若 存在 S 的 子 集 下 ,使 得 TCF) 一 民 , 则 把 下 叫做 此 变换 的 不 动 子 集 。 

显然 ,由 不 动 元 素 构成 的 子 集 是 不 动 子 集 ; 反之 ,不 动 子 集 的 元 素 却 不 一 定 是 不 动 
元 素 。 
由 定义 可 知 ,对 于 恒 等 变 换 [每 一 元 素 都 是 不 动 元 素 ,每 一 子 集 都 是 不 动 子 集 ; 平移 变 
换 T。(a 关 0) 无 不 动 元 素 , 平 行 于 平移 向 量 a 的 直线 都 是 不 动 直线 ; 旋转 变换 Ro(0 关 0) 除 原 
点 外 无 不 动 元 素 , 以 原点 为 圆心 的 圆 都 是 它 的 不 动 子 集 。 

车 下 是 变换 TT: S->S 的 不 动 子 集 . 即 TCF) 一 下 . 则 有 下 =T-CF), 即 下 也 是 T-:: S-> 
S 的 不 动 子 集 ; 反之 亦 然 . 即 集合 S 上 的 变换 与 其 逆 变 换 有 相同 的 不 动 子 集 。 


’ 


例 6 求 伪 射 变换 Mo: |， ”的 不 动 直线 。 


SH 训 
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解 ” 设 直线 /经 此 镜 射 变换 作用 后 的 像 为 
1l': Ar’+By’+C=0, 
x =X, 
将 变 扫 式 | , 代入 上 式 得 
学 一 一 
Ar—By+C=0。 


直线 / 是 不 动 直线 ( 即 1 与 1 重合) 的 充分 必要 条 件 为 


PS 

A -BB C 
此 式 等 价 于 

2AB = 0， 

jo 
即 

A=0，B 关 0，C=0 或 A 关 0，B=0， 

于 是 不 动 直线 的 方程 为 


y= 二 0 和 Azr 二 C=0(A 关 0)， 
即 xz 轴 与 王 直 于 xz 轴 的 直线 都 是 不 动 直线 。 


1.2.5 变换 群 的 概念 


对 于 给 定 的 集合 S, 我 们 已 经 考察 了 S 上 的 单个 变换 ,现在 将 研究 S 上 的 若干 个 变换 构 
成 的 集合 。 

定义 1.5 设 S 是 一 个 集合 ,G 是 S 上 某 些 变换 构成 的 集合 。 若 集合 G 满足 下 列 两 个 
条 件 : 

(1) G 中 任意 两 个 变换 的 乘积 仍然 属于 G， 

(2) G 中 每 一 变换 的 逆 变 换 也 属于 CG， 
则 集合 G 叫做 集合 S 上 的 一 个 变换 群 。 

按 此 定义 , 任 给 TT 属于 G, 则 有 TT==TT7!== 了 也 属于 G, 即 任何 变换 群 一 定 包含 恒 
等 变换 。 

作为 例子 ,我 们 考察 绕 坐 标 原 点 O 的 全 体 旋 转变 换 的 集合 G。 首 先 , 任 给 ReE G, 则 
Ri 一 ReoEG; 又 对 于 任 给 的 Re EGG 一 1,2) ,直观 上 有 Re Ro 一 Ro,+o, EG。 这 样 我 们 直 
观 地 证 明了 平面 上 绕 原 点 O 的 旋转 变换 的 集合 G 是 一 个 变换 群 ,把 它 叫 做 旋转 群 。 由 于 旋 
转 群 仅 依赖 于 独立 参数 0, 故 常 记 为 G1 。 又 如 只 包含 恒 等 变 换 了 的 集合 {1} 也 是 一 个 变换 
群 , 它 是 最 小 的 变换 群 。 

车 一 变换 群 G 的 所 有 变换 都 属于 变换 群 G, 则 把 变换 群 G 叫做 变换 群 G 的 子 变换 群 。 
例如 每 一 变换 群 G 都 是 自己 的 子 群 ,{ 刀 是 任何 变换 群 G 的 子 群 .这 两 个 子 群 叫做 群 G 的 平 
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凡 子 群 ; 变换 群 G 除 它 的 两 个 平凡 子 群 外 的 子 群 叫做 变换 群 G 的 非 平 凡 子 群 , 也 叫 变换 群 
G 的 真子 群 。 容 易 证 明 


区 = {Ry = LT,RysRisRy} 
是 旋转 群 Ci 的 一 个 非 平凡 子 群 。 

在 欧 氏 平面 上 ,可 以 计算 两 点 之 间 的 距离 、 两 直线 间 的 夹 角 等 几何 量 。 在 几何 中 , 距 
离 是 一 个 尤为 重要 的 量 ,但 点 变换 可 能 会 改变 距离 ,下 面 介绍 一 个 与 距离 有 关 的 特殊 点 
变换 。 


1.3 等 距 变 换 


1.3.1 等 距 变 换 的 定义 和 代数 表达 式 


定义 1.6 在 欧 氏 平 面 上 ,保持 任意 两 点 之 间距 离 不 变 的 点 变换 叫做 等 距 变 换 。 
关于 等 距 变换 的 代数 表达 式 ,我 们 有 下 面 的 结论 。 
定理 1.1 在 欧 氏 平面 上 ,变换 


挛 一 QZ 十 aizy 十 as， dn Gis 
其 中 0 (1-8) 
ly = aziz 十 azzy 十 azs， CQ22 
是 等 距 变换 的 充 要 条 件 为 拭 隆 4 一 (ay ) 一 | ” “| 是 正 交 算 阵 。 
证 明 设 欧 氏 平面 上 任意 两 点 Mi ,Mz 在 变换 
他 一 aaz 十 aay 十 aa， i 省 让 
天 0 
Lp sd a Qa a22 
的 作用 下 像 点 分 别 为 点 M1 ,M5, 点 Mi ,M: 所 确定 的 向 量 是 @ 二 (a1 ,42) ,点 M1 ,M's 所 确定 
的 向 量 是 e ==(ai,a2), 则 有 (af,az)= 二 (a1saz)AT, 故 
， 1a4 


a 
(a')’ = (ava ( = (Carsa)AA( 小 
Q2 Q2 


从 而 对 于 任意 的 向 量 e ,a “二 a *( 即 保持 任意 两 点 之 间 的 距离 不 变 ) 的 充分 必要 条 件 为 474 一 
下 , 即 4 一 一 4 , 亦 即 矩阵 A 是 正 交 和 矩阵 。 
注 正 交 条 件 4 -=4-: 用 和 矩阵 的 元 素 表 示 为 
ah+ab = af+ag = 1, ananztanazz 一 0。 


定理 1.2 在 欧 氏 平面 上 ,等 距 变 换 的 代数 表达 式 总 可 以 写成 


Gj Fh) 0 


其 中 9 是 属于 (一 x.xj 的 定 角 。 


QH a 


天 0 


/ 
了 二 Q1 袜 十 ay 十 als， 


/ 
y 一 aa 十 azzy 十 Qzs， Sa ee 


是 等 距 变 换 , 即 有 咯 十 唾 王 1, 故 可 设 an 一 cosg,aa 一 sin0。 又 由 于 a 和 十 a 纪 二 1, 再 设 az 一 


cospya2 一 sinp。 由 条 件 aaaz 十 aanazz 一 0, 可 得 cos(g 一 0) 二 0, 从 而 gy 0 或 9 上 


当 9 3 H0 时 ,aaz sin0,azz? 一 cos0; 


当 y 
将 上 面 这 些 结论 代入 


, 
把 = QZ 十 alizy 十 als， 


HH0 时 ,at 一 sin0,azz cosO。 


ly = aaz 二 azy 二 azs, 
中 ,再 写成 矩阵 形式 就 可 得 到 式 (1-9)。 
由 于 sin(2Ar 十 0) 一 sing,cos(2Ar 十 0) 一 cos0, 故 为 确定 起 见 ,我 们 总 可 以 假定 0E (一 rz 。 


1.3.2 等 距 变换 的 直观 实现 


由 等 距 变 换 的 定义 知道 ,平移 .旋转 和 镜 射 都 是 等 距 变换 。 下 面 我 们 证 明 任 何等 距 变换 
都 可 以 通过 平移 ,旋转 和 镜 射 这 三 种 变换 来 实现 。 
定理 1.3 行列 式 为 十 1 的 非 恒 等 的 等 距 变换 是 旋转 和 平移 的 乘积 。 


证 明 显然 
2 cosO 一 Sin0\/ 工 an3 
本 (= fg cos0 ))+ 网 

可 以 分 解 成 先 作 旋转 

Re (= (sg ei J) 
再 作 平移 

网 

即 T 一 T.。R,。 


定理 1.4 行列 式 为 一 1 的 非 恒 等 的 等 距 变换 是 旋转 、 镜 射 和 平移 的 乘积 。 


证 明 显然 
(eg el ej) 


可 以 分 解 成 先 作 旋转 


__ 工 -直角 坐标 系 :- 欧 氏 平面 变换 群 与 


” 


a A i 
再 作 镜 射 
ws(r)=( if 
最 后 作 平移 


/ 


me) 
即 T=Tse Mar oR-o。 


由 于 旋转 和 平移 都 是 平面 上 的 刚体 运动 ,而 镜 射 不 能 通过 平面 上 的 正常 运动 来 实现 ,但 
可 以 通过 离开 平面 的 反常 运动 来 实现 。 因 此 ,我 们 把 行列 式 为 十 1 的 等 距 变 换 叫 做 正 运动 ; 
把 行列 式 为 一 1 的 等 距 变 换 叫做 反 运 动 ,从 而 一 切 等 距 变 换 都 可 以 看 成 “运动 ”。 


1.3.3 ”等 距 变换 的 性 质 


由 前 面 的 讨论 可 知 ,等 距 变 换 从 代数 上 讲 , 它 是 一 个 正 交 线 性 变换 ,所 以 等 距 变 换 也 具 
有 正 交 线性 变换 所 具有 的 相关 性 质 。 

定理 1.5 等 距 变 换 保持 向 量 的 内 积 不 变 。 

定理 1.6 等 距 变 换 保 持 向 量 的 夹 角 不 变 。 

推论 ”等 距 变换 保持 面积 不 变 。 

定理 1.7 一 对 一 点 变换 为 等 距 变 换 的 充 要 条 件 是 它 将 直角 坐标 系 变 成 直角 坐标 系 。 

证 明 设 直角 标 架 {0; e ,ez } 在 变换 


zz 一 aaz 十 aizy 十 aa， |an a 
天 0 
y 一 aazr 十 azzy 十 aza， lon 422 
下 的 像 标 架 是 {0'; e' ,es } 。 
若 变换 
zz 一 anaz 十 aizy 十 as， A i 
天 0 
y 一 aazr 十 azzy 十 qz， lan 422 


为 等 距 变 换 , 则 它 保持 长 度 和 夹 角 不 变 ,所 以 e1 ,es,e1,es 都 是 单位 向 量 , 且 互 相 垂直 , 故 
{0'; ei ,es) 是 直角 标 架 。 
反之 , 若 变换 


an dal 


Xx’ 一 aaz 十 azy 十 as， 


y 
y =anzitazytas, lon Qe 


将 直角 标 架 {O; e1 .es) 变 成 直角 标 架 {0'; e1.e%). 则 (ei1)? 二 (es)? 二 1,e1* es 二 0。 
既然 ,ei 二 {anvan) ,ez 一 {alazz) , 攻 a 十 a 二 a 名 十 a 纪 二 1,anaw 十 aaaw 王 0, 从 而 


4 一 (oj) 是 正 交 矩阵 , 即 该 变换 是 等 距 变 换 。 

定理 1.8 平面 上 全 体 等 距 变 换 的 集合 构成 一 个 变换 群 ,叫做 欧 氏 群 ,也 叫做 运动 群 。 

证 明 因为 两 个 正 交 和 矩阵 的 乘积 仍 为 正 交 乍 阵 , 正 交 和 拖 阵 的 逆 和 矩阵 也 是 正 交 和 抢 阵 , 故 等 
距 变换 的 集合 构成 群 。 

欧 氏 群 依赖 于 3 个 ( 即 式 (1-9) 中 的 ,as 和 ass) 独立 的 参数 ,故常 记 为 G3。 

进一步 可 以 证 明 , 全 体 正 运动 的 集合 构成 群 ,叫做 正 运动 群 ,显然 , 正 运动 群 是 欧 氏 群 的 
子 群 。 


2 二 次 曲线 的 度量 性 质 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 二 次 曲线 的 度量 性 质 , 在 讨论 中 ,将 从 研究 二 次 曲线 与 直线 的 
相交 问题 人 手 , 来 认识 二 次 曲线 的 某 些 度量 性 质 。 


2.1 欧 民 平面 上 二 次 曲线 的 定义 及 基本 概念 


定义 2.1 在 欧 氏 平面 上 , 笛 卡 儿 坐 标 (z,y) 满 足 二 元 二 次 方程 9 
azz 十 2aizzy 十 az 只 十 2asz 十 2asy 十 as 0 (2-1) 
的 全 体 点 的 集合 叫做 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 。 在 式 (2-1) 中 ,系数 wj 为 实数 且 至 少 有 一 个 
不 为 零 ,方程 (2-1) 叫 做 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 的 方程 。 
为 了 方便 起 见 , 我 们 引进 下 面 的 一 些 记 号 : 
F(z,y) 三 andzz 十 2aizy 十 azzy 十 2asz 十 2asy 十 aas; 


Frzyy) an 十 azy 十 as@; 


Fz(zyy) 三 al 十 azzy 十 azs; 


Fs(zyy) 三 aisz 十 azsy 十 aas; 
G(z,y) = anr’ 十 2aizzy 十 azzy2。 
这 样 我 们 容易 验证 下 面 的 恒等式 成 立 
F(Czr,y) 三 zFCz,y) 十 FE:(Cz,y) 十 FsCzr,y)。 
式 (2-1) 也 就 可 以 写成 
F(zr,y) rxFi(r,y) + yF(rsy) t+ Fs(r,y) = 0。 
我 们 把 F(z,y) 的 系数 所 排 成 的 矩阵 


@ 在 一 般 二 次 曲线 的 方程 中 ,zy,z,y 项 的 系数 都 带 上 2 是 为 了 以 后 演算 的 方便 。 
@ “为 了 便于 记忆 ,可 以 借助 偏 导数 的 记号 ， Fi(z,y) 三 二 Fr ,Far 王 -去 多 Cr。 


QI13 d23 4d33 
叫做 二 次 曲线 (2-1) 的 矩阵 (或 称 F(z,y) 的 和 矩阵) ,而 把 B(xz,y) 的 系数 所 排 成 的 矩阵 A 三 


au a 


叫做 B(xz,y) 的 和 矩阵。 显然 ,二 次 曲线 (2-1) 的 矩阵 4 的 第 一 ,第 二 与 第 三 行 (或 


QI12 ad22 
列 ) 的 元 素 分 别 是 (zx,y) ,F(x,y),Fs(z,y) 的 系数 。 
今后 我 们 还 常常 要 用 到 下 面 的 两 个 符号 : 


=ant+az, 了 一 


2.2 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 


现在 我 们 来 讨论 二 次 曲线 (2-1) 与 过 点 (zo,yo) 且 具有 方向 X :Y 的 直线 


T=T+t Xt, 
1 (2-2) 


y= y+ Yi 
的 交点 。 把 直线 (2-2) 代 入 方程 (2-1) ,经 过 整理 得 关于 1 的 方程 
(anX’ 十 2aizXY 十 azzY2) 在 十 2[(auzo 十 aitzyo 十 ais)X 十 (aizzo 十 azzyo 十 ass)Y] 


十 (anz? 二 2awzoy 十 az 如 十 2aszo 十 2azsyo 十 aas) 一 0。 (2-3) 
利用 前 面 的 记号 , 式 (2-3) 可 写成 
BX +2LF ro yO)KR+ Foro yO)Y]+ F(zro,y) = 0。 (2-4) 


方程 (2-3) 或 (2-4) 可 分 以 下 几 种 情况 来 讨论 : 

(1) B(X,Y) 了 0, 这 时 方程 (2-4) 是 关于 4 的 二 次 方程 , 它 的 判别 式 的 四 分 之 一 仍 
记 为 

A= [Fi(zo,y0) * K+ F(zxosy0) YJ]: — BX,Y)F(zo yo), (2-5) 

这 又 可 分 三 种 情况 : 

@ 当 A>0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 不 相等 的 实 根 凡 与 12, 代入 方程 (2-2) 便 得 直线 (2-2) 
与 二 次 曲线 (2-1) 的 两 个 不 同 的 实 交 点 ; 

@ 当 4A=0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 相等 的 实 根据 与 1, 这 时 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 
有 两 个 相互 重合 的 实 交点 ; 

@ 当 A<0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 共 轿 的 虚 根 ,这 时 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 交 于 两 
个 共 斩 的 虚 点 。 
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(2) @B(X,Y) 二 0, 这 时 又 可 分 三 种 情况 : 

@ 当 记 (xo,yo) 久 十 Fa(zxo,yo)Y 关 0 时 ,方程 (2-4) 是 关于 1 的 一 次 方程 , 它 有 唯一 的 
一 个 实 根 , 所 以 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 有 唯一 的 实 交 点 ; 

加 当 记 (xoyyo)XX 十 Fz(xo,yoY 二 0, 而 (zo,yo) 关 0 时 ,方程 (2-4) 为 矛盾 方程 ,从 而 
方程 (2-4) 无 解 , 所 以 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 没 有 交点 ; 

回 当 记 (zoyyo)X 二 Fz(xo,yoO)Y= 二 0, 且 F(xo,yo) 二 0 时 ,方程 (2-4) 是 一 个 恒等式 , 它 
能 被 任何 值 的 :所 满足 ,所 以 直线 (2-2) 上 的 一 切 点 都 是 二 次 曲线 (2-1) 与 直线 (2-2) 的 公共 
点 ,也 就 是 说 直线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 上 。 


2.3 二 次 曲线 的 渐 近 方向 、 中 心 、 渐 近 线 


2.3.1 二 次 曲线 的 渐 近 方向 


我 们 在 前 面 看 到 二 次 曲线 (2-1) 与 过 点 (ze,yo) 且 具有 方向 X :Y 的 直线 (2-2) 当 满足 

条 件 
BX,Y) 一 anX2: 十 2azXY 十 azzY: 一 0 (2-6) 

时 ,或 者 只 有 一 个 实 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 直线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,成 为 二 
次 曲线 的 组 成 部 分 。 

定义 2.2 满足 条 件 BC(X,Y)==0 的 方向 X : 立 叫 做 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 方向 ,否则 
叫做 非 渐 近 方向 。 

因为 二 次 曲线 (2-1) 的 二 次 项 系数 不 能 全 为 零 , 所 以 渐 近 方向 X :Y 所 满足 的 方程 (2-6) 
总 有 确定 的 解 。 

如 果 aa 天 0 ,那么 可 把 方程 (2-6) 改 写 为 


2 ; 
an (S) 十 2a1z +a 一 0。 


于 是 可 得 


X aa 士 Vals — anas az 士 v 一 了 


¥ an Qn 


如 果 azs 关 0, 那 么 可 把 方程 (2-6) 改 写 为 
2 
aa 人 六) 十 22 支 十 an = 0。 


由 此 可 得 
—azt Vals—anaz _ —awrt Vl 


Q22 Q22 
如 果 aa 三 az 一 0, 那 么 一 定 有 az 天 0, 这 时 方程 (2-6) 变 为 
2alzXY 一 0， 


时 
X 


所 以 X:Y=1:0 或 0:1, 这 时 


了 一 


aw 0 

从 以 上 讨论 可 以 看 到 , 当 且 仅 当 一 0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 方向 是 一 对 共 红 的 虚 方 
向 ; 当 I 二 0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 有 一 个 实 渐 近 方向 ; 当 I。<0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 有 两 个 实 渐 近 
方向 。 因 此 二 次 曲线 的 渐 近 方向 最 多 有 两 个 ,显然 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 有 无 数 多 个 。 

定义 2.3 没有 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ,有 一 个 实 渐 近 方向 的 二 
次 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ,有 两 个 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 双 曲 型 二 次 曲线 。 

因此 二 次 曲线 (2-1) 按 其 渐 近 方向 可 以 分 为 三 种 类 型 , 即 

(1) 椭圆 型 二 次 曲线 : I, 二 0; 

(2) 抛物 型 二 次 曲线 : I 二 0; 

(3) 双 曲 型 二 次 曲线 : 1, 二 0。 


2.3.2 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 


由 前 面 讨论 知 , 当 直线 (2-2) 的 方向 X :Y 是 二 次 曲线 (2-1) 的 非 渐 近 方向 时 , 即 当 
G(X,Y) 一 aaX: 十 2aizXY 十 azzY2 天 0 

时 ,直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 总 交 于 两 个 点 (两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 一 对 共 斩 虚 点 )， 
我 们 把 由 这 两 点 决定 的 线段 叫做 二 次 曲线 的 弦 。 

定义 2.4 如 果 点 C 是 二 次 曲线 的 所 有 终 的 中 点 (因而 点 C 是 二 次 曲线 的 对 称 中 心 )， 
那么 点 C 叫做 二 次 曲线 的 中 心 。 

根据 这 个 定义 , 当 点 (xo,yo) 为 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 时 ,那么 过 点 (xo,yo) 且 以 二 次 曲 
线 (2-1) 的 任意 非 渐 近 方向 X : Y 为 方向 的 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 交 于 两 点 Mi,M， 
点 (zo,yo) 就 是 弦 MiM: 的 中 点 。 因 此 将 直线 (2-2) 代 入 二 次 曲线 (2-1) 得 

BX,Y)N +2LFi (xo, yO)OKX++ F(xosyo)YJ+ F(zro,y) 一 0， 


从 而 有 
i 二 +ts = 0， 
即 


Fi(zoyyo)X 十 Fz(zoyyo)Y 一 0。 太 -7) 
因为 X: 工 是 任意 非 渐 近 方向 ,所 以 式 (2-7) 是 关于 X.Y 的 恒等式 ,从 而 有 
Fi(zroyyo) 一 0， Fz(royo) 一 0。 
反 过 来 ,适合 上 面 两 式 的 点 (zu ,yo) ,显然 是 二 次 曲线 的 中 心 。 
这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 
定理 2.1 点 C(zo,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 中 心 的 充 要 条 件 为 
人 三 anxzo 十 alizyo 十 als 一 0， 


Faz(zrovy) 三 azzo 十 azzyo 十 azs 一 0。 


章 欧 氏 几何 与 二 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 


推论 ”坐标 原点 是 二 次 曲线 中 心 的 充 要 条 件 为 二 次 曲线 方程 里 不 含 工 与 > 的 一 次 项 。 
由 此 推论 得 ,二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 坐标 由 线性 方程 组 


Fi(x,y) =anz+awy+ars 一 0， 
(2-8) 


F(x,y) 三 az 十 azy 十 az 一 0 


决定 。 
a 
如 果 I 二 


Q12 


一 中 心 , 且 中 心 的 坐标 就 是 线性 方程 组 (2-8) 的 解 。 


呈 去 0, 那 么 线性 方程 组 (2-8) 有 唯一 解 ,这 时 二 次 曲线 (2-1) 将 有 唯 


au day 


如 果 王 


0, 即 全 一 2 2 ,那么 么 当 i 全 时 ,线性 方程 组 (2-8) 无 解 ， 


QI12 dz G22 


二 次 曲线 (2-1) 没 有 中 心 ; Re 线性 方程 组 (2-8) 有 无 数 多 解 ,这 时 直线 


az 十 aitzy 十 as 一 0( 或 usz 十 azzy 十 aa 一 0) 上 的 所 有 点 都 是 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 , 这 条 直 
线 叫做 中 心 直 线 。 

定义 2.5 有 唯一 中 心 的 二 次 曲线 叫做 中 心 二 次 曲线 ,没有 中 心 的 二 次 曲线 叫做 无 心 
二 次 曲线 ,有 一 条 中 心 直 线 的 二 次 曲线 叫做 线 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 统 
称 为 非 中 心 二 次 曲线 。 

根据 这 个 定义 与 线性 方程 组 (2-8) ,我 们 可 得 二 次 曲线 (2-1) 按 其 中 心 的 分 类 为 


a a 
(1) 中 心 二 次 曲线 : 1; = 天 0。 
QI12 a22 
a 
(2) 非 中 心 二 次 有 曲线: =| ”|=0, 即 和 汪 =。 
a UA QIl2 az 


@ 无 心 二 次 曲线 : 全 二 了， 


Qiz azz ”qz3 
一 QIL_ Qi2 _Q13 
@ 线 心 二 次 曲线 : a 
从 二 次 曲线 按 渐 近 方向 与 按 中 心 的 两 种 初步 分 类 中 ,容易 看 出 ,椭圆 型 二 次 曲线 与 双 曲 
型 二 次 曲线 都 是 中 心 二 次 曲线 ,而 抛物 型 二 次 曲线 是 非 中 心 二 次 曲线 , 它 包 括 无 心 二 次 曲线 
与 线 心 二 次 曲线 。 
定义 2.6 通过 二 次 曲线 的 中 心 : 而 且 以 渐 近 方向 为 方向 的 直线 叫做 该 二 次 曲线 的 渐 
近 线 。 
显然 ,椭圆 型 二 次 曲线 只 有 两 条 虚 渐 近 线 而 无 实 渐 近 线 , 双 曲 型 二 次 曲线 有 两 条 实 渐 近 
线 , 而 抛物 型 二 次 曲线 中 的 无 心 二 次 曲线 无 渐 近 线 ,至 于 线 心 二 次 曲线 它 有 一 条 实 渐 近 线 ， 
就 是 它 的 中 心 直 线 。 
定理 2.2 二 次 曲线 的 渐 近 线 与 该 二 次 曲线 或 者 没有 交点 ,或 者 整 条 直线 在 该 二 次 曲 


线 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 。 
证 明 设 直线 (2-2) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 线 ,这 里 点 (zovyo) 为 二 次 曲线 的 中 心 ,X :YY 
为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 , 则 有 
Fi(lxo,y) 一 0，Fz(zo,yo) 一 0，GCXY) 王 0。 
因此 根据 直线 与 二 次 曲线 相交 情况 的 讨论 ,我 们 有 : 当 点 (ze,yo) 不 在 二 次 曲线 (2-1) 上 , 即 
下 (zoyyo) 天 0 时 , 渐 近 线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 没 有 交点 ; 当 点 (zo,yo) 在 二 次 曲线 (2-1) 
上 , 即 FCzoyyo) 一 0 时 , 渐 近 线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 。 


2.4 二 次 曲线 的 切线 


定义 2.7 如 果 直 线 与 二 次 曲线 相交 于 相互 重合 的 两 个 点 ,那么 这 条 直线 就 叫做 该 二 
次 曲线 的 切线 ,这 个 重合 的 交点 叫做 切 点 。 如 果 直 线 全 部 在 二 次 曲线 上 ,我们 也 把 它 叫 做 该 
二 次 曲线 的 切线 ,直线 上 的 每 一 个 点 都 可 以 看 做 切 点 。 


因为 通过 点 (zo,yo) 的 直线 方程 总 可 写成 (2-2) ,那么 根据 前 面 的 讨论 ,容易 知道 直线 
(2-2) 成 为 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 的 条 件 如 下 。 
BX YF0N: 


A= [F(zxosy)X+ Fro y)Y] — BX,Y)F(ros yo0) 一 0。 (2-9) 
因为 点 (zxo,yo) 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,所 以 下 (xo,yo) 二 0, 因 而 式 (2-9) 可 以 化 为 
Fi(zo,yo)X++ F(zrosyo)Y = 0。 (2-10) 


当 B(X,Y) 二 0 时 ,直线 (2-2) 成 为 二 次 曲线 (2-1) 切 线 的 条 件 除 了 F(xo,yo) 二 0 外 , 唯 
一 的 条 件 仍然 是 式 (2-10) 。 
对 于 条 件 (2-10) ,如 果 Fi (zo ,yo) 与 F(xo,yo) 不 全 为 零 , 那 么 由 (2-10) 可 得 
X:Y= F(xo,y0) : (— F(xo,y0)), 
因此 过 点 (xo ,yo) 处 的 切线 方程 为 
f = Zo 十 下 sz(zovyo)t， 


y= yo — F(xo,yo)l, 


或 写成 
XT— Xo J 一 
F(xosyo) 一 Fi(Czoyyo)” 
或 
(一 Zo)FiCzoyyo) 十 (> 一 yo)Fz(royyo) 一 0。 (2-11) 


如 果 所 (zo ,yo) 二 Fa(xo ,yo) 二 0, 那 么 (2-10) 变 为 恒等式 ,切线 的 方向 XX :Y 不 能 唯一 
地 确定 ,从 而 切线 不 确定 ,这 时 通过 点 (ze,yo) 的 任何 直线 都 和 二 次 曲线 (2-1) 相 交 于 相互 重 
合 的 两 点 ,我 们 把 这 样 的 直线 也 看 成 是 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 。 


定义 2.8 二 次 曲线 (2-1) 上 满足 条 件 Fi(xo,yo) 二 Fa(xo,yo) 二 0 的 点 (zoyyo) 叫 做 该 
二 次 曲线 的 奇异 点 ,简称 奇 点 ; 二 次 曲线 的 非 奇异 点 叫做 二 次 曲线 的 正常 点 。 这 样 我 们 就 


得 到 了 下 面 的 定理 。 
定理 2.3 ”如 果 点 (xo ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 正常 点 ,那么 通过 点 (xo,yo) 的 切线 方程 
是 (2-11) ,点 (zo ,yo) 是 它 的 切 点 。 如 果 点 (xo,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 奇异 点 ,那么 通过 点 


(zo ,yo) 的 切线 不 确定 ,或 者 说 通过 点 (xo,yo) 的 每 一 条 直线 都 是 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 。 
推论 如果 点 (xo ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 正常 点 ,那么 通过 点 (xo,yo) 的 切线 方程 是 
azoz 十 alz(zoy 十 zyo) 十 azyoy 十 al(Z 十 zo) 十 azs(y 十 yo) 十 aa 一 0。 (2-12) 
证 明 把 (2-11) 改 写 为 

zFi(zovyo) 十 FE:(zoyyo) 一 [zoFi(zoyyo) 十 yoFz(zovyo)] 一 0。 

再 根据 本 节 开 始 时 介绍 的 恒等式 ,上 式 又 可 写 为 

ZFiCzoyyo) 十 FE:(Czoyyo) 十 Fas(zoyyo) 一 0， 


即 
Z(anzo 十 aizyo 十 aa) 十 y(alzzo 十 azzyo 十 aas) 十 (aszo 十 aoyo 十 ass) 一 0， 


从 而 得 到 式 (2-12) 。 
为 了 使 式 (2-12) 便 于 记忆 ,记忆 的 方法 是 在 原 方程 (2-1) 中 ， 


把 x 2zy 本 " 四 
写成 XT zyt+zry yy + y+y 


然后 每 一 项 中 一 个 zx 或 > 用 zo 或 yo 代 换 , 即 


把 x D3 素 可 而 


写成 zor Zoy 二 zyo yoy ZX 十 zo 3 十 yo 


就 得 出 式 (2-12) 。 
例 1 求 二 次 曲线 zz? 一 zy 十 y* 十 2 一 4y 一 3 二 0 通过 点 (2,1) 的 切线 方程 。 
解法 1 因为 F(2,1) 一 2 一 2X1 十 1 十 2X2 一 4X1 一 3 一 0, 且 


WN 二 坊 
ea (2.1) 2 +1] (2.1) 2 有 
Fo(Czrsy) 工 十 y 一 2 = 一 2 关 0， 
a (2,1) [ 2 3 ] (2,1) 
所 以 点 (2,1) 是 二 次 曲线 上 的 正常 点 ,因此 由 式 (2-11) 得 通过 点 (2,1) 的 切线 方程 为 
一 区 = 一 二 站 


2 
即 
5 一 4 一 站 一 0v 


解法 2 因为 点 (2,1) 是 曲线 上 的 正常 点 ,所 以 直接 利用 式 (2-12) 得 切线 方程 为 
22 一 二 (x 十 25) 主 二 全 中 全 一 和 yy 于 聊 = 曾 三 负 


即 
5 一 4y 一 6 一 0。 

例 2 求 二 次 曲线 妞 一 zy 十 吕 一 1=0 通过 点 (0,2) 的 切线 方程 。 

解法 1 因为 F(0,2) 二 3 隆 0, 所 以 点 (0,2) 不 在 该 二 次 曲线 上 , 故 不 能 直接 应 用 式 (2-11) 
或 式 (2-12) 来 求 切线 的 方程 。 

因为 过 点 (0,2) 的 直线 可 以 写成 

r= Xt, 
1 一 2 十 Y， 
其 中 1 为 参数 ,X,Y 为 直线 的 方向 数 。 又 因为 
Fi (0,2) 一 一 1， F2(0,2) = 2, 


所 以 根据 直线 与 二 次 曲线 相 切 的 条 件 (2-9) 得 
(—X+2Y)*—3(X:— XY+Y’) 一 0， 


化 简 得 

2 一 0 
从 而 有 

(2X 一 Y)(X 十 Y) = 0。 
再 由 过 点 (0,2) 的 直线 方程 得 

X:Y=zx:(y—2), 
代入 上 式 得 

(Qe—y+D(r+y—2) =0, 

所 以 


2z 一 y 十 2 二 0，。， 或 z 十 ?一 2 一 0。 
这 两 条 直线 的 方向 分 别 为 1 :2 与 1: 一 1, 显 然 它们 都 不 是 已 知 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,所 以 
这 两 条 直线 都 是 所 求 的 通过 点 (0,2) 的 切线 。 
解法 2 ” 设 过 点 (0,2) 的 切线 与 已 知 二 次 曲线 相 切 于 点 (zo,yo) ,那么 切线 方程 为 


az 一 至 (zay 十 zao) 十 yoy 一 1 一 0， 


[ei i o 


因为 它 通过 点 (0,2) ,所 以 (0,2) 满 足 方程 ,将 (0.2) 代 入 方程 中 化 简 得 
zi 一 2y 十 1 一 0。 @ 


另 一 方面 点 (xo,yo) 在 该 二 次 曲线 上 ,所 以 有 
zi—zxoyt+y—1=0, @ 
联 立 方程 四 ,@ 解 得 切 点 坐标 为 


Xo 一 一 1， {zo 一 1， 
to 
yo 一 0; yo 一 1。 
将 切 点 坐标 代入 方程 得 所 求 切线 方程 为 
2z 一 y 十 2=0， 或 zx 二 y 一 2 二 0。 


2.5 二 次 曲线 的 直径 


2.5.1 二 次 曲线 的 直径 


由 已 经 讨论 的 直线 与 二 次 曲线 相交 的 各 种 情况 知 , 当 直 线 平行 于 二 次 曲线 的 某 一 非 渐 
近 方 向 时 ,这 条 直线 与 二 次 曲线 总 交 于 两 点 (两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 一 对 共 思 e 虚 点 ), 这 
两 点 决定 了 二 次 曲线 的 一 条 弦 。 现 在 我 们 来 研究 二 次 曲线 上 一 族 平 行 弱 的 中 点 轨迹 。 
定理 2.4 二 次 曲线 的 一 族 平行 弦 的 中 点 轨迹 是 一 条 直线 。 
证 明 设 X:Y 是 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方向 , 即 B(X.Y) 隆 0, 而 点 (xo,yo) 是 平行 于 
方向 X:Y 的 芯 的 中 点 ,那么 过 点 (zoyyo) 的 弦 所 在 直线 方程 为 
| 一 Zo 十 Xi， 


yy 一 十 到 。 

它 与 二 次 曲线 (2-1) 的 两 交点 ( 即 弦 的 两 端点 ) 由 二 次 方程 (2-4) , 即 
BX LLLXFI ro yo) + YF (royo) ti F(xro,yo) = 0 

的 两 根 忆 与 ts 所 决定 ,因为 点 (xo,yo) 为 弦 的 中 点 ,所 以 有 

ti 二 ts = 0， 
从 而 得 

XF1(zo,y0) + YF2(xo,y0) = 0。 

这 就 是 说 平行 于 方向 X :Y 的 弦 的 中 点 Czo'yo) 的 坐标 满足 方程 


XFi(z,y) 十 YF:(zy) 一 0， (2-13) 

即 
X(anaz 十 aizy 十 az) 十 YCaizzr 十 azy 十 ax) 一 0， (2-14) 

或 
(anX+aw Yr (awX++azY)y+awsX+i+asY = 0。, (2-15) 


反 过 来 ,如 果 点 (xo ,yo) 满 足 方程 (2-13)( 或 方程 (2-14) 或 方程 (2-15)) ,那么 方程 (2-4) 
将 有 绝对 值 相等 而 符号 相反 的 两 个 根 , 点 (zo,yo) 就 是 具有 方向 X:Y 的 弦 的 中 点 ,因此 方 


程 (2-13)( 或 方程 (2-14) ,方程 (2-15)) 为 一 族 平 行 于 某 一 非 渐 近 方向 X :Y 的 弦 的 中 点 轨 
迹 方程 。 
方程 (2-15) 的 一 次 项 系数 不 能 全 为 零 .这 是 因为 当 
aaX 十 aaaY = awX+azY =0 


时 ,将 有 

GX,Y) = anX’ 十 2azXY 十 azYy?: 一 (aiX 十 azY)X 十 (azX 十 azzyY)Y 一 0， 
这 与 X:Y 是 非 渐 近 方向 的 假设 矛盾 ,所 以 方程 (2-13) (或 方程 (2-14) ,方程 (2-15)) 是 一 
二 元 一 次 方程 , 它 是 一 条 直线 ,于 是 定理 得 到 了 证 明 。 

定义 2.9 二 次 曲线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 叫做 该 二 次 曲线 的 直径 , 它 所 对 应 的 平行 弦 
叫做 共 生 于 这 条 直径 的 共 罗 弦 ,而 直径 也 叫做 共 恩 于 平行 弦 方向 的 直径 。 

推论 ”如 果 二 次 曲线 的 一 族 平 行 弦 的 斜率 为 &, 那 么 共 斩 于 这 族 平 行 弦 的 直径 方程 是 


Fi(x,y)++ kFs(x,y) = 0。 (2-16) 

我 们 从 方程 (2-13) 或 方程 (2-16) 容 易 看 出 ,如 果 
Fi(x,y) 一 aaz 十 alzy 十 als 一 0， (2-17) 
F(z,y) 一 air 十 azy 十 as 一 0， (2-18) 


表示 两 条 不 同 直线 时 ,方程 (2-13) 或 方程 (2-16) 将 构成 一 直线 束 ,当红 才 人 时 为 中 心 直 线 


东 ; 当代 一 全 才 4 时 为 平行 直线 东 。 


al2 Q22 
如 果 方程 (2-17) 与 方程 (2-18) 表 示 同 一 条 直线 ,这 时 叶 一 叶 一 汪 ,那么 方程 (2-13) 或 
12 22 23 


方程 (2-16) 只 表示 一 条 直线 。 
如 果 方 程 (2-17) 与 方程 (2-18) 中 有 一 个 是 矛盾 方程 ,比如 方程 (2-17) 中 an 一 az 一 0,ais 天 


0， 这 时 塞 一 守卫 成 立 且 方程 (2- 13) 或 方程 (2-16) 仍 表示 一 平行 直线 束 。 


U2 dz 


如 果 方程 (2-17) 与 方程 (2-18) 中 有 一 为 恒等式 , 比如 方程 (2-17) 中 au 一 az 一 as 一 0 
这 时 全 一 竺 一 生成 立 且 方 程 (2-13) 或 方程 (2-16) 只 表示 一 条 直线 。 


Q12  Q22 


因此 当 对 天 5， 即 二 次 曲线 为 中 心 二 次 曲线 时 , 它 的 全 部 直径 属于 一 个 中 心 直 线 训 ， 


这 个 直线 束 的 中 心 就 是 二 次 曲线 的 中 心 ; 当 守 一 下 夭 2 , 即 二 次 曲线 为 无 心 二 次 曲线 时 ， 
它 的 全 部 直径 属于 一 个 平行 直线 束 , 它 的 方向 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 X :Y 一 一 az : an 一 
一 az at 当 叶 一 “一 全， 即 二 次 曲线 为 线 心 二 次 曲线 时 ,这 时 二 次 曲线 只 有 一 条 直径 ， 
它 的 方程 是 

aaz 十 ay 十 aas 一 0( 或 az 十 azzy 十 azs 一 0)， 


即 线 心 二 次 曲线 的 中 心 直 线 。 由 上 讨论 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.5 中心 二 次 曲线 的 直径 通过 该 二 次 曲线 的 中 心 ,无 心 二 次 曲线 的 直径 平行 于 
该 二 次 曲线 的 渐 近 方 向 , 线 心 二 次 曲线 的 直径 只 有 一 条 ,就 是 该 二 次 曲线 的 中 心 直 线 。 


例 3 求 本 加 瑟 十 点 一 1 直径 的 方程 。 
解 记 F(z,y)= 夺 十 浴 一 1=0, 则 有 Fi(z,y) 一 避 ,FeCzvy) 一 总 。 根据 方程 (2-13)， 
共 思 于 非 渐 近 方向 XY 的 直径 方程 是 


六 
Bt 0。 


显然 ,直径 通过 曲线 的 中 心 (0,0) 。 
请 读者 写 出 双 曲 线 巨 一 点 一 1 直径 的 方程 。 
例 4 求 抛物 线 y 二 2px 的 直径 。 
解 ” 记 FGz,y) 三 光一 207z 一 0, 则 有 Fi(zx,y) 二 一 p,Fs(zx,y) 二 y。 所 以 共 罗 于 非 浙 近 
方向 X :Y 的 直径 方程 为 
X. (一 六 +Y.y= 0， 
即 


yx 到 


所 以 抛物 线 y= 二 2pzx 的 直径 平行 于 它 的 渐 近 方向 1 : 0。 
例 5 求 二 次 曲线 F(z,y) 二 x? 一 2zy 十 y? 十 2x 一 2y 一 3==0 的 共 恩 于 非 渐 近 方向 X :了 
的 直径 。 
解 因为 (zx,y)==x 一 y 十 1,Fi(x,y) 二 一 + 十 y 一 1, 所 以 直径 方程 为 
Xl(z— y+Y—z+y— = 


即 
(和 一 Y)(Cz 一 y 十 1) = 0。 
因为 已 知 二 次 曲线 FCz,y) 一 0 的 渐 近 方向 为 X : 到 一 1: 1, 所 以 对 于 非 渐 近 方 向 X :了 
一 定 有 X 天 Y, 因 此 该 二 次 曲线 的 共 罗 于 非 渐 近 方向 X:Y 的 直径 方程 为 
Z 一 y 十 1 一 0， 
它 只 有 一 条 直径 。 


2.5.2 共 斩 方 向 与 共 恩 直径 


我 们 把 二 次 曲线 的 与 非 渐 近 方向 X :YY 共 思 的 直径 方向 
X’ :Y' = 一 (azX 十 azY) : (anX+awY) (2-19) 
叫做 非 渐 近 方 向 X : Y 的 共 思 方 向 ,所 以 有 


BX,Y)= an(aizX 十 azY)2 一 2aiz(aizX 十 azzY) 。(anaX 十 ai?Y) 十 azz(anX 十 aizY)2 
一 (aiiazz — af2)(an X’ 十 2cizXY 十 azzY2) 
= EGCX;Y). 
因为 XK:Y 为 非 渐 近 方向 ,所 以 B(X,Y) 了 0, 因此, 当 了 I 隆 0, 即 二 次 曲线 为 中 心 二 次 曲线 
时 ,B(X’,Y') 隆 0。 当 了 二 0, 即 二 次 曲线 为 非 中 心 二 次 曲线 时 ,@(X',Y') 二 0。 这 就 是 说 ， 
中 心 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 的 共 思 方向 仍然 是 非 渐 近 方向 ,而 在 非 中心 二 次 曲线 的 情形 是 
渐 近 方向 。 
由 式 (2-19) 得 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 X :Y 与 它 的 共 碟 方向 X“ : Y' 之 间 的 关系 
aaXX "十 az(XY' 十 XY) 十 azYY' 一 0。 (2-20) 
从 式 (2-20) 看 出 ,方向 X : Y 与 方向 X' : Y 是 对 称 的 ,因此 对 中 心 二 次 曲线 来 说 , 非 渐 
近 方 向 X :Y 的 共 纯 方向 为 非 浙 近 方向 X”: Y ,而 X : Y' 的 共 斩 方 向 就 是 X :Y。 
定义 2.10 中 心 二 次 曲线 的 一 对 具有 相互 共 斩 方向 的 直径 叫做 一 对 共 斩 直 径 。 


a 人 Li 
设计 kx7 一 k ,代入 式 (2-20) 得 


azzAR +aw(kt+k’)+an 一 0， (2-21) 
这 就 是 一 对 共 斩 直 径 的 斜率 满足 的 关系 式 。 
例如 椭圆 于 + 潜 =1 的 一 对 共 恩 直径 的 斜率 & 与 A 的 关系 为 : 站 kk 十 点 =0, 即 
= (2-22) 


2 


而 双 曲 线 气 一 点 一 1 的 一 对 共 思 直径 的 斜率 & 与 & 的 关系 为 : pa 一 点 =0， 即 
所 "二 名 
= 一气 。 (2-23) 


在 式 (2-20) 中 ,如 果 设 X:Y=X' :Y' ,那么 有 
anX2: 十 2aizXY 十 azzYy2 一 0， 
显然 此 时 和 :Y 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 。 因 此 如 果 对 二 次 曲线 的 共 郝 方向 从 式 (2-20) 作 代 
数 的 推广 ,那么 渐 近 方向 可 以 看 成 与 自己 共 拒 方向 ,从 而 渐 近 线 也 就 可 以 看 成 与 自己 共 碟 的 
直径 , 故 中 心 二 次 曲线 渐 近 线 的 方程 可 以 写成 
XFCryy) 十 YF:Czyy) = 0, (2-24) 
其 中 义 :Y 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 。 


2.6 二 次 曲线 的 主 直 径 与 主 方向 


定义 2.11 二 次 曲线 的 垂直 于 其 共 配 蓄 的 直径 叫做 该 二 次 曲线 的 主 直 径 , 主 直径 的 方 
向 与 垂直 于 主 直 径 的 方向 都 叫做 该 二 次 曲线 的 主 方向 。 


显然 , 主 直径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 : 因 此 主 直径 也 叫做 二 次 曲线 的 轴 , 轴 与 二 次 曲线 的 
交点 叫做 该 二 次 曲线 的 项 点。 

现在 我 们 在 直角 坐标 系 下 来 求 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 与 主 直径 。 

如 果 二 次 曲线 (2-1) 是 中 心 二 次 曲线 ,那么 与 二 次 曲线 (2-1) 的 非 渐 近 方 向 X:Y 共 斩 
的 直径 为 方程 (2-13) 或 方程 (2-15) 。 设 直径 的 方向 为 X' : Y' ,那么 


X' :Y' = 一 (azX 十 azzY) : (anX 十 azY)。 (2-25) 
根据 主 方向 的 定义 ,X :Y 成 为 主 方向 的 条 件 是 它 垂直 于 它 的 共 斩 方向 ,在 直角 坐标 系 下 ， 
由 两 方向 垂直 条 件 ,得 

XX' 十 YY' =0 或 X':Y = 一 Y:X， (2-26) 


把 方程 (2-26) 代 入 方程 (2-25) 得 
X:Y= (anXi+awY) : (alzX 十 azzY)， 
因此 X :Y 成 为 中 心 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 的 条 件 是 


aaX 十 azY 一 MX， 
(2-27) 
alzX 十 azYy =AY 
成 立 , 其 中 4 关 0, 或 把 它 改写 成 
(an —A)X+arY = 0, 
| C2-27') 
alzX 十 (az 一 人 )Y 一 0。 
这 是 一 个 关于 X,Y 的 齐 次 线性 方程 组 ,而 X,Y 不 能 全 为 零 ,所 以 
aal 一 人 QI12 | 
一 0， (2-28) 
Ql2 Qa22 一 从 
即 
A — TA+I1 = 0。 (2-29) 


因此 对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ,只 要 由 方程 (2-29) 解 出 4, 再 代入 方程 (2-27) 就 能 得 到 它 的 主 
方向 。 
如 果 二 次 曲线 (2-1) 是 非 中 心 二 次 曲线 ,那么 它 的 任何 直径 的 方向 总 是 它 的 唯一 的 渐 
近 方 向 
KX1 :Yi 一 一 az :an = a 3: (一 Qi2)， 
而 垂直 于 它 的 方向 显然 为 
Xs :Ysz 一 al:alz 一 az :az， 
所 以 非 中 心 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 如 下 : 
渐 近 主 方向 
Xi Yi 一 一 az : an 一 az : (一 aiz); 
非 渐 近 主 方向 


Xa :Ya 一 aa : a1 = a :azz。 


如 果 我 们 把 式 (2-28) 或 式 (2-29) 推 广 到 非 中 心 二 次 曲线 , 即 式 (2-29) 中 的 I 可 取 等 于 

零 , 这 样 当 I 二 0 时 ,方程 (2-29) 的 两 根 为 
l=0, Mi= = Ui tre 

把 它 代 入 方程 (2-27) 或 方程 (2-27') 所 得 的 主 方向 , 正 是 非 中 心 二 次 曲线 的 渐 近 主 方向 与 非 
渐 近 主 方向 。 

因此 ,一 个 方向 X :Y 成 为 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 的 条 件 是 式 (2-27) 成 立 , 这 里 的 和 
是 方程 (2-28) 或 方程 (2-29) 的 根 。 

定义 2.12 方程 (2-28) 或 方程 (2-29) 叫 做 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 
叫做 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 根 。 

从 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 (2-29) 求 出 特征 根 4, 把 它 代入 式 (2-27) 或 式 (2-27”) ,就 
得 到 相应 的 主 方向 ,如 果 主 方向 是 非 渐 近 方向 ,那么 根据 式 (2-13) 就 能 得 到 共 斩 于 它 的 主 
直径 。 

定理 2.6 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 。 

证 明 因为 特征 方程 的 判别 式 

A= 1i—4l: 一 (aa 一 as) 十 4a3 之 0， 

所 以 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 。 

定理 2.7 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 。 

证 明 ”如 果 二 次 曲线 的 特征 根 全 为 零 .那么 由 方程 (2-29) 得 

及 = 下 = 05 


即 
au 十 azz 二 0 与 aaaz 一 0 一 0， 
从 而 得 
al = a = aw = 0。 

这 与 二 次 曲线 的 定义 矛盾 .所 以 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 。 

定理 2.8 由 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 根 4 确定 的 主 方向 XX :Y, 当 4 隆 0 时 ,为 二 次 曲线 
的 非 渐 近 主 方向 ; 当 4==0 时 ,为 二 次 曲线 的 渐 近 主 方向 。 

证 明 因为 

DBX,Y) = waiX2: 十 2atzXY 十 azYy2z 一 (aaX 十 azY)X 十 (azX 十 azY)Y。 

所 以 由 方程 (2-27) 得 


BXsY) = AX’ 十)Y2 = XX! 十 Y2) 。 
又 因为 X,Y 不 全 为 零 , 所 以 当 4 关 0 时 ,有 BC(X,Y) 关 0, 所 以 X :YY 为 二 次 曲线 (2-1) 的 非 
渐 近 主 方向 ; 当 4==0 时 ,有 @(CX,Y) 王 0, 所 以 X:Y 为 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 主 方向 。 
定理 2.9 中 心 二 次 曲线 至 少 有 两 条 主 直 径 . 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 条 主 直径 。 
证 明 由 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 (2-29) 解 得 两 特征 根 为 
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(1) 当 二 次 曲线 (2-1) 是 中 心 二 次 曲线 , 即 正 夭 0 时 。 如 果 特 征 方程 的 判别 式 A= i 一 
4 有 一 (aa 一 az) 十 4q 一 0 那么 aa 一 aa 一 0, 这 时 的 中 心 二 次 曲线 为 圆 ( 包 括 点 圆 和 虚 
圆 ) , 它 的 特征 根 为 一 对 二 重 根 
hi 一 hz 一 an 一 azz( 天 0)。 
把 它 代入 方程 (2-27) 或 方程 (2-27') , 则 得 到 两 个 恒等式 , 它 被 任何 方向 X :Y 所 满足 ,所 以 
任何 实 方向 都 是 圆 的 非 渐 近 主 方向 ,从 而 通过 圆心 的 任何 直线 不 仅 都 是 直径 ,而且 都 是 圆 的 
主 直径 。 如 果 特 征 方程 的 判别 式 A 王 互 一 47 王 (aa 一 qz) 十 4ajs 二 0, 那么 特征 根 为 两 不 等 
的 非 零 实 根 ,Ms 。 将 它们 分 别 代 和 方程 (2-27“) 得 相应 的 两 非 渐 近 主 方向 
X1: Yi = a : (MO—an) (Ai 一 azz) : alz， 
Xs :ys 一 al : (As — an) (hz — a22) : alz。 
这 两 主 方向 相互 垂直 ,从 而 它们 又 互相 共 生 , 因 此 非 圆 的 中 心 二 次 曲线 有 且 只 有 一 对 互相 垂 
直 从 而 又 互相 共 斩 的 主 直径 。 
(2) 当 二 次 曲线 (2-1) 是 非 中 心 二 次 曲线 , 即 I; 二 0 时 ,这 时 两 特征 根 为 
四 一 ai 十 aa，ja 一 0。 
所 以 它 只 有 一 个 非 渐 近 的 主 方向 , 即 与 Ni 一 an 十 azz 相 应 的 主 方向 ,从 而 非 中 心 二 次 曲线 只 
有 一 条 主 直径 。 
例 6 求 二 次 曲线 F(x,y) 三 x? 一 ty 十 y* 一 1=0 的 主 方向 与 主 直径 。 
1 一 二 
解 ” 因 为 =1 十 1=2,1,= 一 主 冯 0, 所 以 该 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ， 


A = 


它 的 特征 方程 为 
3 _ 
A 
解 这 个 方程 得 到 两 个 特征 根 分 别 为 


由 特征 根 N, 一 立 确 定 的 主 方向 为 


和 二 (了 1) y: ( ;) Ly 


由 特征 根 1: 一 二 确定 的 主 方向 为 


X,: Y;, (3 1) 1 .1 了 


_ 3. 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 三 次 曲线 


又 因为 
B29) = zy 五 他 , 功 一 一 二 < 十 加 
所 以 该 曲线 的 主 直径 为 
(+ 
(B+ (+ 
即 


X 二 y= 二 0 与 x 一 y=0。 


3 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 


这 一 节 ,我 们 将 在 直角 坐标 系 下 ,利用 直角 坐标 变换 对 二 次 曲线 的 方程 进行 化 简 ,使 其 
方程 在 新 坐标 系 下 具有 最 简 形 式 ,然后 在 此 基础 上 进行 二 次 曲线 的 分 类 。 


3.1 平面 直角 坐标 变换 


我 们 知道 ,如 果 平 面 上 一 点 的 旧 坐标 与 新 坐标 分 别 为 (z,y) 与 (z ,> ) ,那么 移 轴 公 式 为 


be = 2 十 xo， 
(3-1) 
Ww =y 二 yo， 
或 
2 一 工 一 To 
] 2 (3-1) 
v 抽 直 
其 中 (zo ,yo) 是 新 坐标 系 原点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 。 转 轴 公 式 为 
工 一 cosa 一 ysina， 
1 (3-2) 
y= Xsinat y cosa, 
或 
X' = zcosa 十 ysina， 
(3-2") 
y =— zsina 十 ycosa， 
其 中 a 为 坐标 轴 的 旋转 角 。 


在 一 般 情 形 , 由 旧 坐标 系 O-zy 变 成 新 坐标 系 O“x'y ,总 可 以 分 两 步 来 完成 , 先 移 轴 使 
坐标 系 的 原点 O 与 新 坐标 系 的 原点 O 重合, 变 成 坐标 系 O-z“y ,然后 由 辅助 坐标 系 Or-z'y 再 


转轴 而 成 新 坐标 系 O-z'y ,如 图 3-5 所 示 。 设 平面 上 
任意 点 了 的 旧 坐 标 与 新 坐标 分 别 为 (t.y) 与 (zy )，” 
而 在 辅助 坐标 系 O~x*y 中 的 坐标 为 (x ,y) ,那么 由 
方程 (3-1) 与 方程 (3-2) 分 别 得 

f = x 十 xo， 


y= +y; 


= x /coOsa 一 y sing, 图 3-5 


, 训 , 
y = sinaTy cosa。 


由 上 两 式 得 一 般 坐 标 变 换 公 式 为 


工 一 zicosa 一 ysine 十 zo， 
| (3-3) 
y= xsinay cosa yo。 
由 式 (3-3) 解 出 (z“,y ) 便 得 到 逆 变 换 公 式 为 
2 = rcosa 十 ysina 一 (zocosa 十 yosina)， 
| (3-4) 
y” Zsing 十 ycosa 一 (— zosina + yocosa) 。 


平面 直角 坐标 变换 公式 (3-4) 是 由 新 坐标 系 原点 的 坐标 (zxo，yo) 与 坐标 轴 的 旋转 角 a 决 
定 的 。 

在 坐标 变换 下 ,平面 上 曲线 的 方程 将 改变 ,但 是 如 果 曲 线 方程 F(z,y) 二 0 的 左 端 F(x， 
») 是 一 个 多 项 式 , 其 次 数 为 n, 那 么 通过 坐标 变换 (3-3), 它 的 新 方程 F(x’,y)==0 的 左 端 
所 (zx,y ) 将 仍然 是 一 个 多 项 式 ,而 且 它 的 次 数 xr 不 变 , 即 n= 二 n 。 这 是 因为 坐标 变换 公 
式 (3-3) 的 右 端 是 一 个 一 次 式 , 把 它 代 入 F(x,y) 得 到 的 F(x’,y) 将 仍然 是 一 个 多 项 式 ,而 
且 它 的 次 数 n 过 n; 反 过 来 .通过 逆 变 换 (3-4) ,F(x ,y ) 将 变 回 到 F(z,y) ,而 逆 变 换 (3-4) 
的 右 端 也 是 一 个 一 次 式 , 从 而 F(x,y) 的 次 数 n 二 n。 于 是 n= 二 nn, 即 F(x',y) 的 次 数 与 
F(x,y) 的 次 数 相 等 。 

我 们 把 多 项 式 F(x,y) 构 成 的 方程 F(z,y) =0 叫做 代数 方程 .而 由 它 表示 的 曲线 叫做 
代数 曲线 .方程 的 次 数 叫 做 曲线 的 次 数 。 上 面 指 出 的 这 个 曲线 的 性 质 ,是 曲线 的 固有 性 质 ， 
它 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 


3.2 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 
在 平面 上 ,对 于 坐标 变换 而 言 , 它 是 只 改变 坐标 系 的 位 置 而 图 形 的 形状 和 大 小 皆 不 变 ; 


而 对 于 点 变换 而 言 , 它 是 坐标 系 不 变 而 只 改变 图 形 的 位 置 (形状 大 小 皆 不 变 )。 事 实 上 ,这 二 
者 的 结果 是 完全 一 致 的 。 如 图 3-6((a) 是 坐标 变换 ,(b) 是 正 交 变换 ) ,二 次 曲线 本 对 坐标 系 


O-z'y 的 方程 与 了 对 O-zy 的 方程 是 一 致 的 。 


y 


| 


(a) (b) 
图 3-6 


从 变换 公式 来 看 ,在 坐标 变换 中 ,将 坐标 原点 移 至 O'(xo,yo), 再 将 坐标 轴 旋 转 a 角 的 
坐标 变换 公式 为 

痉 一 zicosa 一 ysina 十 zo， 

怎 通 沙 | 


ly = x'sing + y cosa + yo 
其 中 (x,y) 是 一 点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 , (x,y) 是 同一 点 在 新 坐标 系 下 的 坐标 。 
而 坐标 轴 不 动 , 将 图 形 沿 方向 (一 zo ,一 yo) 作 平移 的 点 变换 公式 为 


T= zz, 
ml (3-6) 


y= Wes 
其 中 (zx,y) 和 (xz,y) 是 作 点 变换 后 对 应 点 对 同一 坐标 系 O-zy 的 坐标 。 
再 将 平移 后 的 图 形 绕 坐标 系 原点 作 旋 转变 换 , 旋 转角 为 一 a ,变换 公式 为 
Xx’ = Zcos(—a) 一 ysin( 一 a)， 
T: | 如 -27 
y = Xsin(—a) 十 ycos( 一 a)， 
其 中 (z,y) 和 (zx,y ) 是 作 旋转 变换 后 的 对 应 点 对 同一 坐标 系 O-zy 的 坐标 。 
作 这 两 个 变换 的 乘积 ,得 


zf = (x— xo)cos(—a) 一 (y 一 yo)sin( 一 a)， 


men 
y 一 (z 一 zio)sin( 一 a) 十 (y 一 yo)cos( 一 a)， 


即 


Xx’ 一 (zz 一 zo)cosa 十 (> 一 yo)sina， 
Tz .Ti | (3-8) 


/ 


y 一 一 (Z 一 Zo)sina 十 (y 一 yo)cosa。 

我 们 可 以 看 出 式 (3-8) 即 由 式 (3-5) 解 出 x ,y 的 结果 ,实际 上 式 (3-5) 与 式 (3-8) 是 同 
一 公式 ,因此 在 图 3-6 中 ,图 (a) 中 的 图 形 厂 关于 坐标 系 O“z“y 的 方程 与 图 (b) 中 的 图 形 T 
关于 坐标 系 O-zy 的 方程 是 完全 一 样 的 。 


根据 以 上 讨论 ,我 们 可 以 将 坐标 变换 公式 ,理解 为 方向 相反 的 点 变换 公式 ,因此 利用 坐 
标 变换 给 一 般 二 次 曲线 所 作 的 分 类 ,完全 可 以 理解 为 利用 点 变换 所 做 的 分 类 。 

下 面 讨论 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 。 

设 二 次 曲线 的 方程 如 方程 (2-1), 即 

F(x,y) = anz’ 2awry Tazy’ 二 2a1x 十 24azay 十 ass 一 0。 

现在 我 们 要 选取 一 个 适当 的 坐标 系 ,也 就 是 要 确定 一 个 坐标 变换 ,使 得 二 次 曲线 (2-1) 在 新 
坐标 系 下 的 方程 最 为 简单 ,这 就 是 二 次 曲线 方程 的 化 简 。 为 此 ,我 们 必须 了 解 在 坐标 变换 下 
二 次 曲线 方程 的 系数 是 怎样 变化 的 。 因 为 一 般 坐 标 变换 是 由 移 轴 与 转轴 组 成 ,所 以 我 们 分 
别 考察 在 移 轴 与 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2-1) 的 系数 的 变化 规律 。 

如 果 把 移 轴 公式 (3-1), 即 


4 三 XT TXos, 


y=y + 
代入 二 次 曲线 (2-1) 中 ,得 到 在 移 轴 公式 下 二 次 曲线 (2-1) 的 新 方程 为 
F(z' 十 zoyy 二 Yo) 三 aa(Cz' 十 zo)2 十 2as(z' 十 zo)(y 十 yo) 十 az(y 十 yo)?， 


2as(x 十 Zo) 十 2azs(y 十 yo) 十 aas 一 0， 
化 简 整理 得 
az 十 2a4az'y 十 ay 十 2a4az' 十 2a2y 十 a4 一 0， 
其 中 
an 三 an ,az 一 aaz 422 一 Qa22， 
aa 一 anzo 十 aazyo a = Fi(zxo,y0), 区 
as 一 aladzo 十 azzyo 十 az 一 下 (xzovyo)， 
as 一 aitzi 十 2aizzoyo 十 az%i 十 2aiszo 十 2azsyo 十 ass 一 FCzoyo)。 
因此 在 移 轴 公式 (3-1) 下 ,二 次 曲线 (2-1) 方 程 的 系数 的 变化 规律 如 下 : 
(1) 二 次 项 系数 不 变 ; 
(2) 一 次 项 系数 变 为 2Fi(zoyyo) 与 2Fz(zo,yo); 
(3) 常数 项 变 为 F(zo ,yo)。 
因为 当 点 (za ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 时 ,有 Fi(Czo,yo) 一 0,Fs(zoyyo) 一 0, 所 以 当 
二 次 曲线 是 有 心 二 次 曲线 时 , 作 移 轴 , 可 以 使 原点 与 二 次 曲线 的 中 心 重合 , 则 在 新 坐标 系 下 
二 次 曲线 的 新 方程 中 的 一 次 项 消失 。 
如 果 把 转轴 公式 (3-2), 即 


/ 坑 
并 = XCcosa— y sinaes 


ly 一 :isina y cosa 
代入 二 次 曲线 (2-1) ,得 到 在 上 转轴 公式 下 二 次 曲线 (2-1) 的 新 方程 为 


anz ?二 2alsxy 十 azzy ?十 2a13x 十 2asy 十 as 一 0， 


3 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 


/ 2 
aa 一 ancos’a 2a1zsinacosa 十 azzsin?a， 


/ 2 网 
al 一 (azz 一 all)sinwcosa 十 aiz(cos wa 一 sin a)， 


a2 一 ansin’a 一 2alzsinacosa 十 azzcosza， 
as 一 aacosa + azssina, Se 
as 一 一 aissina + azscosa， 
Q33 一 Qas。 
因此 在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2-1) 的 系数 的 变化 规律 如 下 : 
(1) 二 次 项 系数 一 般 要 变 。 新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 二 次 项 系数 及 旋转 角 a 
有 关 , 而 与 一 次 项 系数 及 常数 项 无 关 。 
(2) 一 次 项 系数 一 般 要 变 。 新 方程 的 一 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 一 次 项 系数 及 旋转 角 a 
有 关 , 而 与 二 次 项 系数 及 常数 项 无 关 , 如 果 我 们 从 式 (3-10) 中 的 


/ 
全 Qilscosa 十 azssina， 


, 和 
Q2 一 一 Qlssina + azscosa 
六 
解 出 aas ,azs 得 


/ 着 汪 
人 三 Ql13COSa 一 423SIna， 


dzs = Qiasina 十 Q2acosa。 
那么 可 以 进一步 看 到 ,在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2-1) 的 一 次 项 系数 ws ,az 的 变化 规律 是 与 
点 的 坐标 x,y 的 变化 规律 完全 一 样 , 当 原 方程 有 一 次 项 时 ,通过 转轴 不 能 完全 消去 一 次 项 ， 
当 原 方程 无 一 次 项 时 ,通过 转轴 也 不 会 产生 一 次 项 。 
(3) 常数 项 不 变 。 
在 二 次 曲线 方程 (2-1) 里 ,如 果 a1s 翅 0, 我 们 往往 使 用 转轴 使 新 方程 中 的 a1s 二 0。 为 此 ， 
我 们 只 要 取 旋 转角 a, 使 得 


alz = (azz — an)sinacosa 十 aiz(cosza 一 sinza) = 0， 


即 
(az — an)sin2a + 2a12c0s2a = 00， 
所 以 
Cot = 人 — (3-11) 
al2 


因为 余 切 的 值 可 以 是 任意 的 实数 ,所 以 总 有 a 满足 式 (3-11) ,也 就 是 说 总 可 以 经 过 适当 的 转 
轴 消 去 二 次 曲线 方程 (2-1) 的 zy 项 。 


@ 这 里 的 sin2a 关 0, 否 则 将 有 ais 一 0, 这 与 假设 矛盾 。 


例 1 化 简 二 次 曲线 方程 袜 十 4zy 十 4y 十 12x 一 y 十 1 二 0, 并 夯 出 它 的 图 形 。 


解 ”因为 二 次 曲线 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 通过 转轴 消去 zy 项 
为 a, 那 么 由 式 (3-11) 得 


cot2a 一 一 了 ， 
即 
1 一 tan2u = 
2tana 4” 
所 以 
2tanza 一 3tana 一 2 一 0， 
从 而 得 
tana 一 去 或 tana= 二 2 
和 2 1 
取 tana 二 2 了 ,那么 sina 王 二 ,cosa 王 二 ,所 以 转轴 公式 为 
1 / 
r= (x —2y 5 
V5 
L k / 
?一 一 (2z 十 y )。 
V5 


将 上 转轴 公式 代入 原 方程 化 简 整 理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
5x? 十 2V5x’ 一 5V5y’ 十 1 = 0。 
利用 配方 可 把 上 式 化 为 


最 ， 
再 作 移 轴 
jz = + 特 ， 
ly 王八 
曲线 方程 便 化 为 最 简 形 式 
EE —V5y 一 0。 
或 写成 标准 方程 为 


中 ”如 果 取 tana 一 一 去 ,同样 能 消去 zy 项 。 


。 设 旋转 角 


这 是 一 条 抛物 线 , 它 的 顶点 是 新 坐标 系 O-z“y 的 原 
点 。 原 方程 的 图 形 可 以 根据 它 在 坐标 系 O~x”y 中 的 标 
准 方程 作出 , 它 的 图 形 如 图 3-7 所 示 。 

例 2 化 简 二 次 曲线 方程 xz* 一 xy 十 y 十 2x 一 4y 二 
0 ,并 画 出 它 的 图 形 。 


1 
解 ”因为 到 一 | 二 六 过 0, 所 以 该 曲线 


为 中 心 二 次 曲线 , 解 方 程 组 
Fi(x,y) = z 一 去? 十 1 一 0， 


F(x,y) 一 一 到 rz 十 ?一 2 一 0 

得 到 中 心 坐标 是 z=0,y 二 2。 取 点 (0,2) 作 为 新 坐标 系 的 原点 , 作 移 轴 

z=x 

4 =y+2 
变换 后 , 原 方程 可 变 为 

Xx’y 十 y? 一 4 = 0。 

再 作 转轴 变换 消去 zy ,由 式 (3-11) 得 

cot2a 一 0， 


从 而 取 x 一 到, 故 转轴 公式 为 


多 = 十 ( 尼 十 y)。 


V2 
2004 经 转轴 变换 后 ,曲线 的 方程 化 为 最 简 形式 


或 写成 标准 形式 
区 
8 十 -i ]。 


这 是 一 个 椭圆 方程 , 它 的 图 形 如 图 3-8 所 示 。 

利用 转轴 来 消去 二 次 曲线 方程 的 zy 项 , 它 的 一 个 
几何 意义 ,就 是 把 坐标 轴 旋 转 到 与 二 次 曲线 的 主 方向 平 
图 3-8 行 的 位 置 ; 而 利用 移 轴 , 它 的 一 个 几何 意义 ,就 是 把 坐标 


“py 


人 


系 的 原点 移 到 二 次 曲线 的 中 心 位 置 。 

因此 ,上 面 介绍 的 通过 转轴 与 移 轴 来 化 简 二 次 曲线 方程 的 方法 ,实际 上 是 把 坐标 轴 变 到 
与 二 次 曲线 的 主 直 径 ( 即 对 称 轴 ) 重 合 的 位 置 。 如 果 是 中 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 该 二 次 曲 
线 的 中 心 重合 ; 如 果 是 无 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 该 二 次 曲线 的 顶点 重合 ; 如 果 是 线 心 二 
次 曲线 ,坐标 原点 可 以 与 该 二 次 曲线 的 任何 一 个 中 心 重合 。 

一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.1 适当 选取 坐标 系 ,二 次 曲线 的 方程 总 可 以 化 成 下 列 三 个 简化 方程 中 的 一 个 ; 

(1) anz’ azy tass—=0,anazA0; 

(2) az 交 十 2asz 一 0,azzals 天 0; 

(3) az 办 十 ass 一 0,azz 天 0。 

证 明 我 们 根据 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ,无心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 3 种 情况 来 
讨论 。 

(1) 当 已 知 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 一 对 既 共 绒 又 互相 垂直 的 主 直 径 作 为 
坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 。 设 二 次 曲线 在 这 样 的 坐标 系 下 的 方程 为 
azz 十 2aizzy 十 az 十 20sz 十 2asy 十 aas 一 09， 

因为 这 时 原点 就 是 二 次 曲线 的 中 心 。 所 以 由 本 章 定理 2. 1 的 推论 可 知 
al 一 as 一 0。 
其 次 ,二 次 曲线 的 两 条 主 直 径 ( 即 坐标 轴 ) 的 方向 为 1:0 与 0:1, 它 们 互相 共 恩 ,因此 
根据 式 (2-20) 有 


al 一 0， 
所 以 二 次 曲线 的 方程 为 


2 2 
aaz 十 azzy 十 as 一 0， anaz 天 0。 


(2) 当 已 知 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 唯一 主 直径 作为 x 轴 , 而 过 顶点 ( 即 主 
直径 与 曲线 的 交点 ) 且 以 非 渐 近 主 方向 为 方向 的 直线 ( 即 过 顶点 垂直 于 主 直 径 的 直线 ) 为 y 
轴 ,建立 直角 坐标 系 。 设 这 时 二 次 曲线 的 方程 为 

anz2z 十 2azzy 十 ay 十 2aasz 十 2azsy 十 aas 一 0， 
因为 这 时 主 直径 的 共 斩 方 向 为 X:Y=0 : 1, 所 以 主 直 径 的 方程 为 
aiz 并 十 azzy 十 azs 一 0。 
它 就 是 工 轴 , 即 与 直线 > 一 0 重合 ,所 以 
az 一 as 一 0，az 天 0。 


又 因为 顶点 与 坐标 原点 重合 ,所 以 (0,0) 满 足 曲线 方程 ,从 而 


ass = 0。 
其 次 ,由 于 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 ,所 以 
oa a yan 
alz Q22 Qzs ” 


@ 二 次 曲线 方程 在 坐标 变换 之 下 的 次 数 不 变 。 


3 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 


而 a1 二 0,azzs 关 0, 所 以 有 


al 一 0，as 天 0。 
所 以 该 二 次 曲线 的 方程 为 
azy 十 2a13x 二 0， azzals 天 0。 
(3) 当 已 知 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 中 心 直 线 ( 即 该 二 次 曲线 的 唯一 直径 也 
是 主 直径 ) 作 为 x 轴 , 任 意 重 直 于 它 的 直线 作为 y 轴 , 建 立 直 角 坐 标 系 。 设 这 时 二 次 曲线 的 
方程 为 


aux 二 2awxy 十 azzy 十 2a13X 十 24azsy 十 a3s 一 0， 
因为 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 ,所 以 它 的 中 心 直 线 的 方程 是 
aaz 十 ay 十 aa 一 0 与 awz 二 azy 二 azss 一 0 
中 的 任何 一 个 ,第 二 个 方程 表示 xz 轴 的 条 件 为 
a 二 az3 二 0，azz 关 0。 
而 第 一 个 方程 在 wz 三 0 的 条 件 下 ,不 可 能 再 表示 工 轴 , 所 以 它 必 须 是 恒等式 ,因而 有 
an 一 al 一 0， 
所 以 曲线 的 方程 为 
azzy 十 aa 一 0，az 夫 0。 
现在 我 们 可 以 根据 二 次 曲线 3 种 简化 方程 系数 的 各 种 不 同情 况 , 写 出 二 次 曲线 的 各 种 
标准 方程 ,从 而 得 出 二 次 曲线 的 分 类 。 
(1) 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 即 曲 线 方程 为 
anz’ 二 azy 二 as = 0, anazz 天 0。 


当 ass 关 0 时 ,那么 方程 可 化 为 


Ar’+By’:=1, 
其 中 A= 一 全 ,B= 一 竺 


Q33 Q33 


@ 如 果 A>>0,B>0, 那 么 设 A 一 十,B 一 去 ,于 是 得 方程 


2 
五 十 点 一 1; 椭圆 


Ww 本 


@ 如 果 A 二 0,B 二 0, 那 么 设 4= 一 点 .B= 一 皮 , 于 是 得 方 各 


气 十 此 ly 虚 椭圆 
@ 如 果 A 与 B 异 号 ,那么 不 失 一 般 性 .假设 A 二 0.B 二 0( 在 相反 情况 下 ,只 要 把 xz 轴 与 


yy 轴 对 调 ) , 设 A 一 点 ,B 一 一 上 志 ,于 是 得 方程 


抑 3 ls 双 曲 线 


当 ass 二 0 时 , 则 方程 即 为 anzx? 十 azy? 二 0。 
@ 如 果 aa 与 az 同 号 ,可 以 假设 aa 之 0,az>0( 在 相反 情况 下 ,只 要 在 方程 两 边 同 时 变 


号 ) ,再 设 an 一 十 ,aw 一 站 ,于 是 得 方程 


气 十 点 一 0; 一 点 或 称 西 相交 于 实 点 的 共 枉 虚 直 线 
加 如 果 an 与 au 异 号 ,类 似 的 可 以 得 到 方程 


三 一 笋 =0; 两 相交 直线 
(2) 曲线 是 无 心 二 次 曲线 时 , 即 曲线 方程 为 
azz 史 十 2as7z 一 0， azza1s 天 0。 
@ 设 一 全 一 pp, 于 是 得 到 方程 
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y= Zp 抛物 线 
(3) 曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 即 曲 线 方程 为 
azzy 十 aa 一 0， az 天 0。 


方程 可 以 改写 成 为 
2 CQ33 
= 
QQ22 
@ 如 果 ass 与 aw 异 号 , 设 一 一 a* ,于 是 得 到 方程 
y= a’ 两 平行 直线 
@ 如 果 as 与 aw 同 号 , 设 全 一 a*, 于 是 得 到 方程 
2 =—a’; 两 平行 共 思 虚 直线 
@ 如 果 ass 二 0 时 ,得 到 方程 
y=0 两 重合 直线 


于 是 ,我 们 就 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 3.2 通过 适当 地 选取 坐标 系 , 二 次 曲线 的 方程 总 可 以 写成 下 面 九 种 标准 方程 中 
的 一 种 形式 : 


气 十 点 一 1 椭圆 
加 于 + 其 = 一 1 虚 入 加 
@ 所 一 区 一 1 双 曲 线 
大 所 十 世 =0) 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共 罗 虚 直线 


2 2 
加 地 一 所 =0; 两 相交 直线 


© y=2pz; 抛物 线 
可 = 两 平行 直线 
Yas 两 平行 共 罗 虚 直线 
@ y=0。 重合 直线 
所 以 ,在 欧 氏 平面 上 ,二 次 曲线 的 度量 分 类 为 如 上 9 类 。 
练 习 3 
1. 求证 : 在 平面 上 的 两 个 平移 的 乘积 一 定 可 交换 , 绕 原 点 的 两 个 旋转 的 乘积 也 一 定 可 
交换 。 
2. 求证 : 非 恒 等 的 平移 和 旋转 的 乘积 不 可 交换 。 
z' 一 2z 十 3y 一 7?， 
3. 求 变换 | , 的 逆 变 换 。 
y 一 3z 十 5y 一 9 
z' 一 2z 十 3y 十 5， _ 伙 一 2z 一 33 十 4， 
4 求 变换 rn] 汪 马 4 “的 乘积 TaTi 与 TT 的 表 
y 一 3z 一 y 一 7 ly = 一 zx 二 2y 一 5 
达 式 。 


5. 在 平面 上 取 定 以 点 O 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 , 若 除 圆 心 O 外 的 平面 上 任意 点 M 和 它 
的 对 应 点 M' ,满足 两 个 条 件 : 

(1) 三 点 O,M,M' 共 线 , 且 M 与 M' 在 O 的 同 侧 ; 

(2) OM . OM’=R’. 
则 把 这 种 点 变换 叫做 关于 圆 O 的 反 演 变换 ,请 建立 直角 坐标 系 ,并 求 出 反 演 变换 的 代数 表 


达 式 。 
6. 求 下 列 变换 的 不 动 点 : 
2 一 47z 十 5y 一 11， 工 一 4z 一 ?一 5， 
| 1 
y 一 2z 十 4y 一 7; y 一 2z 十 3y 十 2。 
7. 求证 下 列 四 个 变换 构成 变换 群 : 
2 一 zy z=—y, 
Cl :| (2) Te | 
Y= > 一 zi 
2 一 一 [2 =>; 


C3) :| ， C4) Ti 4 ， 
学 人 | 


人 


8. 试 证 平面 上 非 退 化 线性 变换 


T=mz+ta, 
1 其 中 ,a,b 都 是 参数 ,m 关 0 


y = my+b. 


的 集合 构成 变换 群 。 这 个 变换 群 是 交换 群 吗 ?” 若 限制 m 二 0, 则 新 集合 还 构成 群 吗 ” 可 否 交 换 ? 


RE = 
9. 求证 平面 上 所 有 变换 | a 天 0,8 关 0 构成 一 个 群 。 
y 一 By， 
zz 一 aaz 十 aizy 十 aa a 
10. 求证 平面 上 所 有 变换 | 了 0 构成 一 个 群 。 
y =anzt+azyt+b, [lan az 


11. 将 点 (0,1),(2,0) 分 别 变 成 点 (一 1,0),(0,2) 的 等 距 变 换 是 否 存 在 ? 如 果 存 在 , 写 
出 其 变换 式 。 

12. 将 点 (0, 一 1) 变 成 点 (0,0) ,直线 y 一 2V5 十 1=0 变 成 直线 2+ 十 y 一 10=0 的 等 距 变 
换 是 否 存 在 ?如 果 存 在 , 写 出 其 变换 式 。 

13. 写 出 下 列 二 次 曲线 的 矩阵 A 以 及 Fi(zx,z) ,Fs(zx,7) ,Fa(r,7): 


(1) 于 十 闪 =1; (2) y=2pz; 

(3) z2 一 3% 十 5z 十 2 一 0; (4) 2zx2: 一 zy 十 风 一 6z 十 7y 一 4 一 0。 
14. 求 二 次 曲线 xz? 一 2xy 一 3y* 一 4x 一 6y 十 3 二 0 与 下 列 直 线 的 交点 ， 

(1) zz 一 了 一 5 一 04 (2) z 十 2y 十 2 一 0。 


15. 试 决定 & 的 值 ,使 得 直线 x 一 y 十 5 二 0 与 二 次 曲线 2z 一 3z 十 y 十 A 一 0 交 于 两 个 不 
同 的 实 点 。 
16. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,并 指出 该 二 次 曲线 是 属于 何 种 类 型 ， 


(1) xz? 十 2zy 十 史 十 3z 十 y 一 0; (2) 3z2 十 4ry 十 2y 一 6z 一 2y 十 5 一 0。 
17. 判断 下 列 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 还 是 线 心 二 次 曲线 : 

(1) zx’—2xy+2y’—4zr—6y+3=0; (2) 2z2? 十 8z 十 12y 一 3 一 0。 

18. 当 a,b 满足 什么 条 件 时 ,二 次 曲线 ?十 6xy 二 ay 十 3x 十 by 一 4 二 0 

(1) 有 唯一 的 中 心 ; (2) 没有 中 心 ; 


(3) 有 一 条 中 心 直 线 。 

19. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 线 : 

(1) 6z2 一 过 y 一 六 十 3z 十 y 一 1 一 0; (2) z2 十 2zy 十 只 十 2z 十 2y 一 4 一 0。 
20. 求 下 列 二 次 曲线 的 方程 : 

(1) 以 点 (0,1) 为 中 心 , 且 通 过 点 (2,3),(4,2) 与 (一 1, 一 3); 

(2) 通过 点 (1,1),(2,1),( 一 1, 一 2) 且 以 直线 x 十 y 一 1=0 为 渐 近 线 。 

21. 求 下 列 二 次 曲线 在 所 给 点 或 经 过 所 给 点 的 切线 方程 : 

(1) 曲线 3x? 十 4zy 十 5y 一 77 一 8y 一 3==0 在 点 (2,1); 


(2) 曲线 5x? 十 7zxy 十 yy 一 x 十 2y 二 0 在 原点 ; 

(3) 曲线 x? 十 zy 十 y 十 x 十 4y 十 3 二 0 经 过 点 (2, 一 1); 
(4) 曲线 5x? 十 6xy 十 5y 一 8 二 0 经 过 点 (0,2V2); 

(5) 曲线 2x? 一 xy 一 一 x 一 2y 一 1=0 经 过 点 (0,2) 。 
22. 求 下 列 二 次 曲线 的 切线 方程 ,并 求 出 切 点 的 坐标 : 


(1) 曲线 x? 十 4zy 十 3y* 一 5x 一 6y 十 3 二 0 的 切线 平行 于 直线 zx 十 4y 一 0; 

(2) 曲线 zx 十 zy 十 y* 一 3 二 0 平行 于 两 坐标 轴 的 切线 。 

23. 求 下 列 二 次 曲线 的 奇异 点 : 

(1) 3z: 一 2 办 十 6z 十 4y 十 1 一 0; (2) 2zy 十 光一 2z 一 1 一 0。 

24. 试 求 经 过 原点 且 切 直线 4x 十 3y 十 2==0 于 点 (1, 一 2) 及 切 直 线 x 一 y 一 1=0 于 点 (0， 
一 1) 的 二 次 曲线 方程 。 

25. 已 知 二 次 曲线 3z?: 十 7zy 十 5y?: 十 4z 十 5y 十 1 一 0, 求 它 的 

(1) 与 工 轴 平 行 的 弦 的 中 点 轨迹 ， 

(2) 与 直线 x 十 y 十 1 二 0 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 。 

26. 求 二 次 曲线 x 十 2y* 一 47 一 2y 一 6 二 0 通过 点 (8,0) 的 直径 方程 ,并 求 其 共 恩 直径 。 

27. 已 知 二 次 曲线 7xy 一 一 2x 十 3y 一 1 二 0 的 直径 与 y 轴 平 行 , 求 它 的 方程 ,并 求 出 
该 直径 的 共 罗 直 径 。 

28. 已 知 抛物 线 将 王 一 8z, 通 过 点 (一 1.1) 引 一 弦 , 使 它 在 这 点 被 平分 , 求 该 蓄 所 在 直 
线 的 方程 。 


29. 求 双 曲 线 所 一半 一 1 的 一 对 共 信 直 径 方 程 ,已 知 两 共 入 直 径 间 的 角 是 45"。 


30. 试 证 : 通过 中 心 二 次 曲线 中 心 的 直线 ,一 定 是 中 心 二 次 曲线 的 直径 。 平 行 于 无 心 
二 次 曲线 渐 近 方向 的 直线 ,一 定 是 无 心 二 次 曲线 的 直径 。 

31. 求 下 列 两 条 二 次 曲线 的 公共 直径 : 

(1) 3zx’—2xy 十 3y: 十 47 十 4y 一 4 二 0 与 2z2 一 3zy 一 并 十 3z 十 2y 一 0; 

(2) x’—zy—y:—z—y=0 与 zx’ 十 2y 十 y’ 一 z 十 y=0。 


7X—3y—2=0， 5y 十 3 一 0， 
型 . 忆 知 = 次 出 线 通 过 原点 ,并 且 以 下 列 两 对 直线 | | 


5z 一 57y 一 4 一 0 27 一 y 一 1 一 0 


它 的 两 对 共 罗 直 径 , 求 该 二 次 曲线 的 方程 。 
33. 分 别 求 本 圆 妃 十 点 一 1, 双 曲线 所 一 点 一 1 ,抛物 线 六 二 2px 的 主 方向 与 主 直径 。 
34. 求 下 列 二 次 曲线 的 主 方向 与 主 直径 : 
(1) 5z? 十 8zry 十 5 一 18z 一 18y 十 9 一 0; (2) 2zy 一 27z 十 2y 一 1 一 0; 
(3) 9z2 一 24zy 十 16y% 一 18z 一 101y 十 19 一 0; (4) xz? 十 y? 十 47 一 2y 十 1 二 0。 
35. 直线 zx 十 y 十 1 二 0 是 二 次 曲线 的 主 直径 ( 即 对称 轴 ) ,点 (0,0),(1, 一 1),(2,1) 在 曲 


线 上 , 求 该 二 次 曲线 的 方程 。 
36. 试 证 明 二 次 曲线 两 个 不 同 特征 根 确 定 的 主 方向 互相 垂直 。 
37. 试 证 中 心 二 次 曲线 cz 十 2hzy 十 ay 一 df 的 两 条 主 直径 为 x* 一 y* 王 0, 该 二 次 曲线 


的 两 半径 轴 的 长 分 别 是 /|= | 及 


38. 利用 移 轴 与 转轴 变换 ,化 简 下 列 二 次 曲线 的 方程 ,并 画 出 它们 的 图 形 。 


-dd 
a—h 


(1) 5z? 十 4zy 十 2 多 一 24z 一 12y 十 18 一 0; 
(2) z2 十 2xzy 十 交 一 4z 十 y 一 1 一 0; 

(3) 5z2: 十 12zy 一 22z 一 12y 一 19 一 0; 

(4) zz 十 2zy 十 交 十 2z 十 2y 一 0。 


第 4 章 


仿 射 坐标 系 、 仿 射 平面 与 仿 射 变换 


本 章 内 容 主 要 是 介绍 仿 射 变换 的 概念 ,研究 仿 射 变换 的 性 质 ,并 在 仿 射 坐 标 系 下 用 代数 
法 研究 仿 射 变换 后 的 不 变量 和 不 变性 质 。 


1 仿 射 坐 标 系 与 仿 射 平面 


1.1 平行 射影 


定义 1.1 设 在 一 平面 上 有 两 条 直线 a 和 a ,l 是 平面 上 与 a,a 都 不 平行 的 另 一 条 直 
线 , 通 过 直线 a 上 各 点 A ,B,C,… 分 别 作 直线 / 的 平行 线 , 交 a 于 点 A',B',C',…, 这 样 便 得 
到 了 直线 a 上 的 点 到 直线 a 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,叫做 两 条 直线 间 的 平行 射影 或 透 
视 仿 射 对 应 ,如 图 4-1 所 示 。 记 这 个 平行 射影 为 pg, 则 有 g(A)=A’,g(B)==B',… 

很 明显 ,平行 射影 和 直线 1 的 位 置 有 关 , 当 直线 /的 位 置 改 变 ,就 得 出 另外 的 平行 
射影 。 

如 果 直 线 a 和 a” 相交 , 则 交点 是 平行 射影 下 的 自 对 应 点 ,或 叫做 不 变 点 (或 二 重点 )。 

类 似 可 得 ,空间 中 两 个 平面 之 间 的 平行 射影 . 即 下 面 的 定义 。 

定义 1.2 设 在 一 空间 中 平面 x 与 x .i 为 空间 中 与 x,x 都 不 平行 的 一 条 直线 ,通过 平 
面 + 上 各 点 A.B,C,… 分 别 作 直线 ! 的 平行 线 , 交 x 于 点 A',B',C',… ,这样 便 得 到 了 平面 
x 上 的 点 到 平面 x 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,叫做 两 个 平面 间 的 平行 射影 或 透视 仿 射 对 
应 ,如 图 4-2 所 示 。 记 这 个 平行 射影 为 gq, 则 有 pg(A)=A' ,p(B)=B',… 


i 


显然 ,如 果 平面 x 与 平面 x' 交 于 直线 nn, 则 直线 nn 上 的 每 一 个 点 都 是 平行 射影 下 的 自 对 
应 点 ,我 们 把 直线 n 叫做 自 对 应 直线 ,也 叫做 透视 轴 , 简 称 轴 。 

对 于 以 上 两 个 平行 射影 中 的 直线 都 可 以 改 成 向 量 ,如 果 改 为 向 量 , 则 该 向 量 就 叫做 投射 
方向 。 如 图 4-3, 设 平面 x 与 平面 x' 交 于 直线 ,x 是 既 不 平行 于 x ,又 不 平行 于 x 的 向 量 ,对 
于 x 上 任意 点 M, 过 MM 作 平 行 于 r 的 直线 , 交 x 于 点 M', 则 把 将 M 映 成 M 的 点 对 应 叫做 平 
面 x 到 平面 x 的 平行 射影 或 透视 仿 射 对 应 ,向 量 e 叫做 投影 方向 。 


从 图 4-3, 利 用 初等 几何 知识 不 难 证 明 , 透 视 仿 射 对 应 具有 如 下 基本 性 质 : 

(1) 同 素性 ; 即 透视 仿 射 对 应 将 点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 。 

(2) 结合 性 : 车 点 A,E,B 在 一 直线 上 ,经 过 透视 仿 射 对 应 后 ,其 对 应 点 A',E',B' 在 对 
应 直线 上 , 即 透 视 仿 射 对 应 保持 点 和 直线 的 结合 关系 。 

(3) 平行 性 ; 即 设 有 直线 AB 和 CD 在 透视 仿 射 对 应 下 对 应 直线 分 别 为 A'B' 和 CD'， 
车 CDNWAB, 则 CD’/A'B’。 

定义 1.3 若 三 点 Pi, P,P 是 共 线 的 , 且 有 Pi 户 =X Ps 访 , 则 系数 4 叫做 三 点 P1, P,P 
的 简单 比 (简称 单 比 ) , 记 为 4 二 (PP;P) ,其 中 点 Pi,P; 叫做 基点 ,点 尸 叫做 分 点 。 


二 
PP” 


由 定义 可 知 , 若 PiP,P:P 是 有 向 线段 , 则 单 比 (PiP:P) 王 


显然 , 当 点 忆 在 点 Pi ,P: 之 间 时 , 单 比 (P1PsP)<0; 否则 (PiP:P) 之 0。 

当 点 了 与 点 P; 重合 时 , 单 比 (P1PsP) 二 0; 当 点 了 与 点 Ps 重合 时 , 单 比 (P1PaP) 不 存 
在 ; 当 点 了 为 线段 PiP; 的 中 点 时 , 单 比 (PiP:P) 一 一 1。 

如 果 已 知 两 点 Pi ,Ps , 且 单 比 (PP:P) 为 定 值 时 , 则 点 P 在 直线 PiP: 上 的 位 置 是 被 唯 
一 确定 的 。 

定理 1.1 平行 射影 (透视 仿 射 对 应 ) 保 持 共 线 三 点 的 单 比 不 变 。 

证 明 如 图 4-2 所 示 , 平 面 上 zx 的 共 线 三 点 A,B,C, 经 过 平行 射影 后 对 应 点 分 别 为 平 
面 x 上 的 共 线 三 点 A',B',C'。 由 于 AA', BB',CC' 都 平行 于 直线 1, 所 以 有 AA’/ BB'// 
CC', 故 


即 
MBOY = ABC Ds: 

定义 1.4 设 同 一 平面 上 有 nn 条 直线 a1,a2，… ,as, 如 图 4-4 所 示 , 且 pig gr-! 顺 
次 表示 @ 到 az ,as 到 a3,… ,aw-1 到 as 的 平行 射影 ,经 过 这 一 串 平 行 射影 ,使 得 直线 c: 上 的 
点 与 直线 cs 上 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,这 个 对 应 叫做 直线 a 到 直线 a 的 仿 射 对 应 , 记 
为 ,于 是 有 p 王 por-iPo-z…papl。 

特别 地 , 当 直 线 a 与 a 重合 时 , 则 把 w 到 a, 的 仿 射 对 应 叫做 直线 ai 到 自身 的 仿 射 
变换 。 

如 图 4-5 所 示 ,类 似 地 可 以 定义 出 平面 ri 到 平面 r, 的 仿 射 对 应 。 


特别 地 , 当 平面 x 与 x 重合 时 . 则 把 zm 到 x 的 仿 射 对 应 叫做 平面 xi 到 自身 的 仿 射 


由 上 面 的 定义 可 知 , 仿 射 对 应 是 由 有 限 次 透视 仿 射 对 应 组 成 的 ,所 以 仿 射 对 应 是 透视 仿 
射 对 应 链 , 透 视 仿 射 对 应 是 最 简单 的 仿 射 对 应 。 而 一 个 仿 射 对 应 是 否 是 透视 仿 射 对 应 ,只 需 
看 两 对 对 应 点 的 连 线 是 否 平行 。 


仿 射 平面 与 仿 射 变 


由 于 仿 射 对 应 (变换 ) 可 以 理解 成 为 一 个 透视 仿 射 对 应 链 , 所 以 不 难 证 明 仿 射 对 应 ( 变 
换 ) 的 下 列 性 质 : 

(1) 保持 同 素性 和 结合 性 ; 

(2) 保持 共 线 三 点 的 单 比 不 变 ; 

(3) 保持 直线 的 平行 性 。 

定义 1.5 若 两 个 平面 间 ( 平 面 到 自身 ) 的 一 个 点 对 应 (变换 ) 保 持 同 素性 、 结 合 性 和 共 
线 三 点 的 单 比 , 则 该 点 对 应 (变换 ) 叫 做 仿 射 对 应 (变换 ) 。 

在 此 定义 下 ,可 以 证 明 仿 射 对 应 (变换 ) 保 持 两 直线 的 平行 性 。 


1.2 仿 射 坐标 系 与 仿 射 平面 


由 前 面 透视 仿 射 对 应 的 定义 ,我们 知道 ,透视 仿 射 对 应 一 般 将 正方 形 映 成 平行 四 边 形 。 

设 平面 上 一 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 O-zxy, 点 E(1,1) 为 单位 点 ,及 平面 上 任 一 点 P(x,y), 如 

图 4-6 所 示 。 过 点 上 ,P 分 别 作 zz 轴 ,y 轴 的 平行 线 交 y 轴 和 x 轴 于 点 Ey,E;,P,,P;, 则 有 

_ OP: _ P.O _ OP,_P,0 

"0. HO "on BD 

设 工 是 一 个 仿 射 变换 ,将 坐标 系 O-zy 变换 成 对 应 新 坐标 系 Oxy ,点 E,E,,E,,P， 

P.,P, 的 对 应 点 依次 为 王 , 慌 , 民 ,PP' ,Po ,Py。 由 于 在 仿 射 变换 工 下 保持 平行 性 不 变 , 则 
四 边 形 OE%E'Ey 和 0O'PsP'Py 均 为 平行 四 边 形 , 如 图 4-7 所 示 。 


= (Ps:E,0); (PEO)s 


图 4-6 图 4-7 


若 取 点 E' 为 新 坐标 系 Ox’y’ 的 单位 点 (1.1), 设 点 P' 在 坐标 系 Ox'y 下 的 坐标 为 
(zx ,y), 则 有 
nOPsy Bd . 


3 3 i 《PE Ys 
ee (PSE’O’), 


”BOr 
由 于 仿 射 变换 保持 单 比 不 变 , 所 以 有 x 二 zx,y 二 y。 新 坐标 系 O-z'y 的 特点 是 两 个 


_2.- 仿 射 变 


单位 向 量 OBE 与 0 下 不 一 定 垂直 ,但 不 共 线 , 且 它 们 的 长 度 不 一 定 相等 。 

定义 1.6 我 们 把 平面 上 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 O-zy 经 过 仿 射 变换 作用 后 所 得 的 新 坐 
标 系 O“z'y 叫做 仿 射 坐标 系 ,点 O' 叫 做 坐标 原点 ,向 量 OFEY 和 0O EY 叫做 基本 向 量 。 点 已 
在 新 坐标 系 O“z'y 下 的 坐标 (xz,y) 叫 做 点 P' 的 仿 射 坐标 , 记 为 P'Cz',y )。 

直观 上 ,我 们 把 建立 了 仿 射 坐标 系 的 平面 叫做 仿 射 平面 。 

事实 上 , 仿 射 坐标 系 是 笛 卡 儿 直 角 和 坐标 系 的 推广 ,而 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 是 仿 射 坐标 系 的 
特殊 情况 。 

由 于 点 的 仿 射 坐 标 与 笛 卡 儿 坐 标 相似 ,所 以 可 以 推 得 一 些 相关 的 结论 。 例 如 ,如 果 平 面 
上 两 点 Pi, Ps 的 仿 射 坐标 分 别 为 (my wm) (zs,y), 则 线段 PiPs 的 中 点 坐标 必 为 


(于, 沁 兴 ), 直 线 PiP; 的 方程 可 表示 成 Az+ By 十 C=0 的 形式 (具体 证 明 见 后 ) 。 


定理 1.2 在 仿 射 平面 上 ,已 知 三 点 Pi(x1,y1) ,Pz(z2,y2) ,Pa(z3,y3), 则 有 


(PP 一 业 一 一 人 


一 一 为 
证 明 如 图 4-8, 分 别 过 点 Pi(i==1,2,3) 作 PiPa 与 y yy 
轴 平 行 ,交工 轴 于 点 Pa , 则 有 
(PiP:Ps)= (PiP;ssP3) 


_ PiPs OP 一 OP 
PaPss OPs: —OP;; 


OPi:_ OP 


OE: ‘QE mm—s 
OPa OP: 3 一 2 


OEs 人 BE5 


同 理 可 证 ， 
(PiPsP3) = Ee 


ya 一 yz 


2 仿 射 变换 的 相关 问题 


2.1 仿 射 变换 的 代数 表达 式 


仿 射 变换 是 仿 射 平面 上 一 个 保持 同 素性 、 结 合 性 和 共 线 三 点 的 单 比 的 点 变换 ,从 代数 上 
讲 , 它 的 代数 表达 式 是 什么 呢 ? 下 面 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 下 ,我 们 来 求 出 仿 射 变 换 的 代数 表 
达 式 。 

设 在 仿 射 平面 上 给 定 一 个 仿 射 坐标 系 O-eiez ,经 过 一 个 仿 射 变换 工 ,将 仿 射 坐标 系 
O-eies 变 成 仿 射 坐标 系 O-e'e? ,将 平面 上 的 点 PCz,y) 变 成 点 P'Cz',y ) ,如 图 4-9 所 示 。 


如 果 求 出 了 (zx ,y ) 与 (z,y) 之 间 的 关系 ,我 们 就 得 到 了 仿 射 变换 的 代数 表达 式 。 


Pp 


设 仿 射 坐标 系 Oe1es 的 基本 向 量 ei ,es 在 仿 射 坐标 系 O-eie* 下 的 坐标 分 别 是 (an， 
aa) (azyaz) ,点 O' 在 仿 射 坐标 系 O-eies 下 的 坐标 是 (a13,azs), 则 有 


/ 
el 一 Qllel 十 Q2ez， 


e2 一 alzel 十 azzez， 
007 = alsel 十 azses 。 
由 于 仿 射 变换 保持 平行 性 不 变 , 所 以 四 边 形 OP.PP, 的 对 应 图 形 O'P“.P'P 仍 为 平行 四 
边 形 , 又 由 于 仿 射 变换 保持 单 比 不 变 , 所 以 点 已 在 仿 射 坐标 系 O-enes* 下 的 坐标 仍 为 (z,y) 。 


因为 eo 
OP = 00' 十 OP ， 
所 以 
OP”= (aiwsei 十 azaez) + (ze1t yes) 
一 (alsel 十 Qaz3€@2) 十 X(anel 二 arez) 十 y(aizel 十 azzez) 
= (anZz 十 alzy 十 ais)el 十 (az 十 azzy 十 azs)ez。 
又 由 于 


OP” = 十 yez。 
比较 以 上 两 个 等 式 ,从 而 得 到 
f = QZ 十 alzy 十 ai， 


y = aanz 二 azy 十 aza。 


an un a 


由 于 e1 与 e% 不 共 线 ,所 以 


隆 0, 从 而 


aal a 
*0。 
QIl2 az dz2l ld22 


这 样 ,我 们 得 到 了 仿 射 变换 在 仿 射 坐标 系 下 的 代数 表达 式 为 
f = aaz 十 ay 十 aa， 


2-1) 


/ 
y 二 az 十 azzy 十 azs， 


其 中 A= | “= 或 者 将 式 (2-1) 写 成 如 下 矩阵 形式 
Q21 Qa22 
(5)= QI dai (+ 他 et (C21) 
$Y Q21  Q22 了 Q23 
由 于 4- | 全 |0,i 可 起 (2D 中 解 出 Cesy) 关 于 (2,y 的 代数 表 过 式 ， 
22 
不 妨 设 为 
并 buz bizy Das， 
1 (2-2) 
党 bax Da2zy bzs 
其 中 
wh bu bz 0 
| nl 


将 式 (2-2) 叫 做 原 仿 射 变换 (2-1) 的 逆 变 换代 数 表达 式 。 
2.2 关于 仿 射 变换 的 确定 及 其 重要 定理 


由 仿 射 变 换 的 代数 表达 式 (2-1) 表 示 可 知 ,确定 一 个 仿 射 变换 需要 6 个 量 , 即 ayazi(i 一 1， 
2,3) ,那么 什么 条 件 可 以 确定 唯一 一 个 仿 射 变换 呢 ? 关于 平面 上 仿 射 变换 的 确定 ,我 们 有 下 
面 的 定理 。 

定理 2.1 设 PCziy) 和 Pi(zisyG=1.2.3) 分 别 是 仿 射 平面 上 不 共 线 的 三 点 , 则 
存在 唯一 仿 射 变换 将 点 Pi 变 成 点 P'。 

证 明 ”只 须 确 定 仿 射 变换 (2-1) 中 的 各 系数 即 可 。 为 此 ,将 (zi,yD) 一 (zisyi) 代 入 式 (2-1) 
得 到 


/ 
Ti 一 Qi 下 Qi2yX Tal. 


(2-3) 


l= daTi a yi a23。 
在 方程 组 (2-3) 的 第 一 式 中 , 令 i 二 1,2,3 可 得 

1 = Quazl 十 aizyl 十 als， 

| 十 aizyz 十 aa， (2-4) 


Za 一 Qilz3 十 Qizy3 ane 


由 于 三 点 Pi,P; ,Ps 不 共 线 , 故 


仿 射 平面 与 仿 射 变换 


从 而 方程 组 (2-4) 有 唯一 解 wa ,az als 。 同 理 可 求 得 唯一 确定 的 aa ,azz ,azs。 
又 由 方程 组 (2-3) 可 得 


/ / / / 
XX 2 一 31 


TT yy 一 儿 ||20 212 


一 Z4 yy ‘By 一 
由 于 三 点 P14,P%,P' 不 共 线 , 故 由 上 面 解 得 的 系数 可 以 构造 一 个 仿 射 变换 的 系数 行列 式 


QI a 


Q21 ad22 


关 0。 


dz Q22 
从 而 得 到 满足 条 件 的 唯一 仿 射 变换 。 

例 1 求 使 三 点 OC0,0),E(1,1),P(1, 一 了 ) 顺 次 变 为 点 O'(2,3),E'(2,5),P'(3, 一 7) 
的 仿 射 变换 。 

解 设 所 求 仿 射 变换 为 


z' 一 anz 十 azy 十 aas， 
Az0. 
y 一 aaz 十 azzy 十 azs， 
将 三 对 对 应 点 的 仿 射 坐标 代入 上 式 , 则 有 
2 一 al， 
3 一 as， 
2 一 an 十 aiz 十 aa， 


5 一 azl 十 azz 十 qzs， 
3 一 aa 一 az 十 as， 


一 7 三 azl 一 Q2z 十 azs。 


解 此 线性 方程 组 ,得 
an ， a12 ， Qis 2， aal 4,， az =6, azs = 3。 
故 所 求 仿 射 变换 是 


下 
= a 2 十 2， 


y 二 一 4z 十 6y 十 3。 
例 2 求 使 三 点 OC0,0),A(1,1),B( 一 1,1) 顺 次 变 为 点 O'( 一 1,2),A’(2,1),B’'(0， 
一 3) 的 仿 射 变换 ; 并 求 出 点 C(2,1) 的 像 点 ; 点 D'(1, 一 1) 的 原 像 点 。 
解 ” 设 所 求 仿 射 变换 为 


ZX’ = anz ay oan; 
3 和 


/ 
y 一 aa 十 azzy 十 azs， 


将 三 对 对 应 点 的 仿 射 坐标 代入 上 式 , 则 有 


解 此 线性 方程 组 ,得 


al 一 1，auz 一 2，ans 1， as 一 2， azz 3，aas = 2。 
故 所 求 仿 射 变换 是 
z' =Xx 十 2y 一 1， 
1 一 2z 一 3y 十 2。 
将 z=2,y==1 代入 上 仿 射 变换 ,可 得 
i 
故 点 (2,1) 的 像 点 是 (3,3)。 
将 zx'=1,y = 一 1 代入 上 仿 射 变换 ,可 得 
Z 一 0， y=1, 
故 点 (1, 一 1) 的 原 像 点 是 (0.1) 。 

关于 仿 射 平面 上 全 体 仿 射 变 换 , 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.2 仿 射 平面 上 全 体 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 ,叫做 仿 射 群 。 

证 明 由 于 满 秩 矩阵 的 逆 矩 阵 也 是 满 秩 矩 阵 , 故 仿 射 变换 的 逆 变 换 也 是 仿 射 变 换 。 又 
因为 满 秩 矩 阵 的 乘积 矩阵 也 是 满 秩 和 矩阵 ,所 以 两 个 仿 射 变 换 的 乘积 也 是 仿 射 变换 。 因 此 全 
体 仿 射 变 换 的 集合 构成 一 个 群 。 

由 于 决定 一 个 仿 射 变换 需要 6 个 独立 参数 ,故常 将 仿 射 平面 上 的 仿 射 群 记 为 Ge 。 


2.3 仿 射 平面 上 直线 的 几 个 常用 结论 


在 仿 射 平面 上 的 直线 方程 又 如 何 呢 ? 对 于 过 两 点 的 直线 方程 我 们 有 如 下 定理 。 
定理 2.3 若 PiCri'yi)(i 一 1,2) 是 仿 射 平面 上 两 个 不 同 的 点 , 则 直线 PiP; 的 方程 为 


站 -一 


到 一 
证 明 设 点 PCz,y) 为 直线 Pi Ps 上 异 于 点 P,P 任意 一 点 , 则 由 本 章 定理 1. 2 有 


(CP,P;P) 二 至 一 二 一 和 
Tx yy 


即 直 线 PP 的 方程 为 


wai 


A ,at 


证 一 辣 3 一 殉 ” 


把 直线 P Ps 的 方程 = 一 全 一 > 一 沁 化 简 整 理 后 ,得 
. 
Az 十 By 二 C= 0， 
其 中 A,B,C 是 关于 zi;,yi(i 二 1,2) 的 常数 , 且 有 A,B 不 全 为 零 ,否则 点 Pi 与 点 P: 重合 ,这 


与 已 知 矛盾 。 
反之 易 得 ,满足 方程 > 一 半 一 > 一 沁 的 z,y 所 对 应 的 点 PCz,y) 也 一 定 在 直线 PiPs 上 ， 


Ts 
所 以 ,在 仿 射 平面 上 ,直线 的 方程 仍 为 Ax 十 By 十 C= 二 0(A? 十 B? 关 0) 形 式 。 反 之 ,方程 Az 十 
By 十 C=0(A? 十 B? 关 0) 表 示 的 是 一 条 直线 。 
在 仿 射 平面 上 ,我 们 也 把 方程 
Az 十 By 十 C 一 0(A: 十 B: 尖 0) 
叫做 直线 的 一 般 方程 ; 而 把 方程 


md MW, mt 


i 六 一 笃 


叫做 直线 的 两 点 式 方程 。 

车 直线 & 过 点 Mo(xo ,yo), 且 与 向 量 e 平 行 ,如 图 4-10 所 
示 , 设 直线 6 上 点 M 的 坐标 是 (x,y), 记 OM =ro,OM=7， 
则 我 们 把 方程 

r=n 二 te 

叫做 直线 的 向 量 式 参数 方程 .其 中 向 量 z 叫 做 直线 的 方向 
向 量 , 上 (一 co<<: 上 二 十 cc) 是 参数 。 

设 方向 向 量 e 坐标 是 (X.Y) .把 坐标 代入 上 式 所 得 的 
方程 


Z 一 zo 十 以 ， 
| 一 ce 二 上 一 十 co， 


y= yt+iY, 
称 其 为 直线 的 坐标 式 参 数 方程 ; 把 方程 


工 一 z _ y—Yo 


X 了 
叫做 直线 的 标准 方程 。 
在 仿 射 平面 上 ,直线 的 方程 有 多 种 形式 ,但 是 由 于 两 直线 的 夹 角 在 仿 射 变换 下 一 般 要 改 
变 , 所 以 在 仿 射 平面 上 不 能 有 与 直线 的 斜率 有 关 的 方程 。 对 于 有 关 点 与 直线 ,直线 与 直线 的 
关系 ,我 们 有 以 下 结论 : 


(1) 两 条 直线 so ， 4z 十 Ba 十 Ci 一 0(Gi 一 1,2) 相 交 的 充 要 条 件 为 中 天 全 两 条 直线 平 


行 的 充 要 条 件 为 多 一 全 世人 ， 两 条 直线 重合 的 充 要 条 件 为 全 一 由 一 中。 


zl y1 1 


(2) 三 点 Pi(xi, yi) (i 二 1,2,3) 共 线 的 充 要 条 件 是 三 0。 而且 车 Ps 分 线段 


ws HW 1 


| 


ZI 十 Mzz VitAys 
I++ 六 TI。 


(3) 三 条 直线 加: Aiz 十 Biy 十 Ci 二 0(i 二 1,2,3) 共 点 或 平行 的 充 要 条 件 是 
六 次 运 
A。 B。 C: 
A BB 如 


证 明 车 三 条 直线 平行 , 则 魏 一 窑 一 任 , 显 然 式 (2-5) 成 立 。 反 之 ,车 式 (2-5) 成 立 , 且 


第 一 列 与 第 二 列 成 比例 , 则 三 条 直线 平行 。 以 下 假定 式 (2-5) 的 前 两 列 不 成 比例 , 即 三 条 直 
线 不 平行 ,于 是 89: Aiz 十 Biy 十 Ci 二 0(i 二 1,2,3) 共 点 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
| Biy 十 Ciz 一 0， 


PiP: 成 定 比 XGA 1) , 则 zs 


一 0。 (2-5) 


Azsr+ By Cz = 0, 
Aszr 十 Baiy 十 Csz 一 0 
有 非 零 解 (zo,yo,1), 从 而 等 价 于 该 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 式 (2-5) 成 立 。 
我 们 注意 到 ,以 上 结论 与 欧 氏 平面 上 结论 是 相应 一 致 的 。 但 是 ,在 欧 氏 平面 上 成 立 的 特 
殊 结 论 不 能 完全 照搬 到 仿 射 平面 上 。 例 如 ,在 欧 氏 平面 上 成 立 的 距离 公式 ,在 一 般 仿 射 平面 
上 就 不 能 成 立 。 
例 3 求 一 仿 射 变换 使 + 轴 ,y 轴 的 对 应 直线 方程 分 别 为 xz 一 2y 十 1=0,2z 一 2y 一 5 
0, 且 点 (一 5.1) 的 对 应 点 为 原点 。 
解 ” 设 所 求 仿 射 变换 的 逆 变 换代 数 表达 式 为 
f = bux’ + bizy’ 十 bs， 


y = bax’ 二 bzzy 十 Das。 
由 于 x 轴 (y==0) 的 对 应 直线 为 bx 十 bzzy 十 bss 二 0,y 轴 (x 二 0) 的 对 应 直线 为 az 十 ay 十 
bs 二 0。 而 已 知 z 轴 与 y 轴 的 对 应 直线 方程 分 别 为 xz' 一 2y 十 1 二 0,2x' 一 2y 一 5 二 0。 因 此 
Bux’ Tbozy + bos 和 与 之 2y +1 0 应 表示 同 条 直线 ,所 以 有 


ba_ be ba 
] = 1 ks 


从 而 有 
y= kr’—2ky’ +k。 
同 理 可 得 


从 而 有 


工 一 2 一 20y 一 5。 
又 因为 点 (一 5,1) 的 对 应 点 为 (0,0), 所 以 
k=1=1; 
所 求 仿 射 变 换 的 逆 变换 代数 表达 式 为 
f 一 2xz' 一 2y 一 5， 


解 得 


为 所 求 的 仿 射 变换 。 

例 4 已 知 过 两 点 P, (一 1, 一 2),P:(2,3) 的 直线 交 直 线 zx 十 3y 一 5=0 于 点 P, 求 
(Pi1PsP) 的 值 。 

解法 1 因为 直线 PiP; 的 方程 为 


sl 了 E 和 
,| 
即 
5z 一 3y 一 1 一 0。 
由 
5z 一 37 一 1 一 0， 
em 一 0， 
解 得 


要 4 
即 点 了 坐标 是 (1, 志 ), 故 
汪 这 二 = a 
0 2 并 
解法 2 设 点 P 坐标 是 (x,y),(P1PP)==4, 则 有 


mh PN 
XxX—2 y—3° 


外 二 


解 得 


三 ] 一 入 二 2 了 


即 点 己 坐 标 是 ( 二 ) 将 其 坐标 代入 直线 方程 <+3y 一 5 一 0, 解 得 4 二 一 2, 从 而 有 


(PiPzP) 三 一 2。 


六 


2.4 几 种 重要 的 仿 射 变换 


特殊 的 仿 射 变换 在 计算 机 图 形 学 中 有 广泛 的 应 用 ,下 面 来 进一步 讨论 它们 。 从 代数 表 
达 式 (2-1') 看 到 , 仿 射 变换 由 非 退 化 矩阵 A= (oz ) 和 向 量 a 二 (a13,azs) 来 决定 。 我 们 已 经 知 
道 ,向 量 a 决定 平移 T。 .下面 仅 讨 论 由 4 决定 的 齐 次 线性 变换 
rx 人 au a x 
未 G)=40)= 后 二 )()， det A = det(ay) 天 0。 (2-6) 
当 O-xy 是 直角 坐标 系 时 ,在 第 3 章 3.1 节 中 给 出 了 
cos0 一 sin0 1 0 
= (i og) 有 4= (0 | 
的 情况 ,它们 分 别 是 绕 坐 标 系 原点 O 的 旋转 变换 和 关于 x 轴 的 镜 射 变换 。 下 面 进一步 讨论 
和 矩阵 4 的 另外 几 种 特殊 情况 。 
(1) 正 交 变 换 : 当 变 换 (2-6) 的 矩阵 满足 正 交 矩阵 的 条 件 , 即 
二 十 一 1， 
< 十 2 一 1， 
alilalz 十 azia2 一 0 
时 ,变换 (2-6) 是 正 交 变换 ,所 以 正 交 变换 是 特殊 的 仿 射 变换 。 
(2) 比例 变换 (也 叫做 放 缩 变换 ); 当 


a 0 
A= ( )， ab>0 (2-7) 


时 ,变换 (2-6) 叫 做 比例 变换 。 

显然 ,在 比例 变换 下 ,zx 轴 ,y 轴 均 为 不 动 直线 ,原点 O 是 不 动 点 , 异 于 原点 的 每 一 点 沿 
坐标 轴 方向 按 比例 伸缩 , 故 也 叫做 放 缩 变换 ,如 图 4-11 所 示 。 特 别 地 , 当 a=b 时 ,是 位 似 变 
换 , 如 图 4-12 所 示 , 此 时 ,过 原点 的 所 有 直线 都 是 不 动 直线 。 

(3) 相似 变换 : 当 


(i et 


时 ,变换 (2-6) 叫 做 相似 变换 。 


(xvo.byo) 


图 4-11 图 4-12 


(4) 错位 变换 (也 叫做 推移 变换 ): 当 
1 
全 后 G 
时 ,变换 (2-6) 叫 做 错位 变换 。 
当 a 取 0,6 二 0 时 ,该 变换 叫做 沿 z 轴 方 向 的 错 切 。 此 时 ,平行 于 xz 轴 的 直线 都 是 不 动 直 
线 , 且 


小 4 与 6 至 少 有 一 个 不 为 0 (2-8) 


Mrziyo) 一 Mr 十 ayoyyo) = M (x1,y0), 
P(zzyyo) -> P' (zz 十 ayoyy) 三 PICz2yyo)。 
故 一 x 二 X42 一 Xz 二 ayo。 这 说 明 直线 y 一 y 上 的 每 一 点 沿 工 轴 方 向 平移 了 ayoel ,如 图 4-13 
所 示 , 相 当 于 平面 上 的 点 受 平移 于 xz 轴 方 向 ,大 小 与 受 力 点 的 纵 坐标 成 正比 的 推力 作用 而 产 
生 的 移动 , 故 又 叫做 推移 。 


图 4-13 


当 a 一 0.0 天 0 时 ,该 变换 叫做 沿 y 轴 方向 的 错 切 。 
2.5 仿 射 性 质 


定义 2.1 图 形 经 过 任何 仿 射 变换 都 不 变 的 性 质 ( 量 ). 叫 做 图 形 的 仿 射 性 质 ( 仿 射 不 
Di 


由 前 面 所 述 可 知 , 同 素性 ` 结 合 性 、 平 行 性 都 是 图 形 的 仿 射 性 质 ; 共 线 三 点 的 单 比 是 仿 
射 不 变量 。 由 以 上 仿 射 变换 的 性 质 还 可 以 进一步 得 出 如 下 结论 : 

(1) 两 条 相交 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 两 条 相交 直线 。 

(2) 共 点 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 共 点 直线 。 

(3) 两 条 平行 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 两 条 平行 直线 。 

(4) 两 条 平行 线段 之 比 经 过 仿 射 变换 后 仍 保持 不 变 ,一 条 直线 上 任意 两 线段 之 比 经 过 
仿 射 变换 后 仍 保持 不 变 。 


(5) 两 个 三 角形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 。 
证 明 设 入 PiPsP; 的 三 个 顶点 Pi(zxi,yi) (i 二 1,2,3) 经 仿 射 变换 


/ 
人 一 QZz 十 alzy 十 aas， |an an 


天 0 


dz ad22 


, 
y 一 aazr 十 azzy 十 azs， 


分 别 变 成 PiCzxf ,yD (i 二 1,2,3), 则 


mi YW 1 
SAapiPr,r, 一 zz y 1||， 
zs y 1 


zi 1 
/ 


Sannas = 


[3 
1 
x2 y2 1 
rs ys 1 


QII1 二 awy1 Ta daTl 十 az2y1 十 az 1 


本 


1 
亦 azz 十 alzyz 十 al asizz 十 azzy2 十 az 1 


QIIZ3 十 alzys 下 Qi3 daT3 Td2Y3 下 Q23 LL 


=| aaass — awan | Sap P,P, 9 


即 
Sappp, = | anazz 一 aaza2l | SAap, P,P, o 
故 
Sap pp 
扣 ee | aaaz 一 alzaa | 常数 。 
APi PzPs 


由 上 面 的 结论 可 进一步 得 出 任意 两 个 多 边 形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 ; 任意 两 个 封闭 曲 
线 所 围 成 的 图 形 面积 之 比 也 是 仿 射 不 变量 。 


练 习 4 


1. 在 仿 射 变换 下 ,下 列 图 形 的 对 应 图 形 是 什么 ? 
(1) 等 腰 直 角 三 角形 ; (2) 直角 梯形 ; 


(ABP)= 


(3) 菱形 ; (4) 正方 形 ; 

(5) 正六 边 形 。 

2. 下 列 性 质 中 哪些 是 仿 射 性 质 ? 哪些 不 是 ? 请 说 明理 由 。 

(1) 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 共 点 ; (2) 四 边 形 内 接 于 圆 ; 

(3) 三 角形 的 三 条 中 线 共 点 ; (4) 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ; 

(5) 线段 中 垂 线 上 的 点 到 这 条 线段 的 两 个 端点 的 距离 相等 。 

3. 已 知 过 点 A(6,1) 和 了 (一 3,2) 的 直线 交 直 线 zx 十 3y 一 6 一 0 于 点 P, 求 (ABP) 的 值 。 
4. 已 知 过 点 Pi(xi,yi) (i 二 1,2) 的 直线 P,P: 交 直 线 Az 十 By 十 C=0 于 点 P。 求 证 ， 


Azi 十 By 十 C 

Azrsz: 十 Bysz 十 C” 
1 

久 和 信和 变换 | 
y=z' 十 y 一 1。 


(1) 求 点 A( 一 1,3),B( 一 2,3) 在 新 坐标 系 下 的 坐标 ; 

(2) 求 向 量 u=( 一 3,2),w 二 (2, 一 2) 在 新 坐标 系 下 的 坐标 ; 

(3) 点 C 的 新 坐标 为 (5,3), 求 它 在 原 坐 标 系 下 的 坐标 ; 

(4) 求 直线 24 十 y 十 2=0 在 新 坐标 系 下 的 方程 。 

6. 求 将 点 O(0,0),A(1,0),B(0,1) 分 别 变 为 点 O'(1,1),A'(3,1),B'(3,2) 的 仿 射 


7. 求 一 仿 射 变换 ,使 + 轴 ,y 轴 的 像 分别 为 直线 x 一 y 一 1=0,x 十 y 十 1 二 0, 且 点 (1， 


CC—12%s 


1) 的 像 点 是 原点 。 
8. 求 一 仿 射 变换 , 它 使 直线 x 十 2y 一 1==0 的 每 个 点 都 不 变 , 且 使 点 (1, 一 1) 变 为 点 
9. 求 下 列 仿 射 变换 的 不 动 点 : 
z' 一 4z 十 5y 一 11， X=4r—y—5, 
| 1 
yY 一 2z 十 4y 一 7; y 一 2z 十 3y 十 2。 
z 一 7z 一 y 十 1， 
10. 来 仿 册 变换 | 的 不 动 点 和 不 动 直 线 。 
y 一 4z 十 2y 十 4 


11. 证 明 : 在 仿 射 变换 下 ,两 个 不 动 点 的 连 线 上 的 任何 点 都 是 不 动 点 。 
12. 用 仿 射 变换 证 明 任意 三 角形 三 条 中 线 所 分 成 的 六 个 三 角形 的 面积 相等 。 
13. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 中 ,点 下 .下 分 别 在 边 AB ,BC 上 , 且 EF// AC, 用 仿 射 变换 


证 明 SaAasp 一 SAcnF。 


14. 设 点 下 ,G, 昌 .K 分 别 为 凸 五 边 形 ABCDE 的 四 条 边 AB,BC.CD,DE 的 中 点 ,点 


M,N 分 别 是 FH ,GK 的 中 点 。 求证: (1)DMN/AE; (WMN=TAE. 


从 仿 届 平 面 到 射影 平面 


1 扩大 的 仿 射 平面 
本 节 从 中 心 射影 人手 引进 无 穷 远 元 素 , 拓 广 欧 氏 平面 ,为 射影 几何 的 建立 打下 基础 。 
1.1 中 心 射 影 和 无 穷 远 元 素 


设 平面 上 两 条 相交 直线 1,1 ”和 不 在 此 两 条 直线 上 的 一 点 O, 如 图 5-1 所 示 , 又 设 点 也 
为 直线 1 上 的 任意 一 点 ,车 直线 OP 交 直 线 1 于 点 P', 则 可 给 出 如 下 定义 。 

定义 1.1 将 点 已 叫做 点 已 从 O 投影 到 直线 1 

上 的 中 心 射影 ,点 O 叫做 射影 中 心 .简称 射 心 ,从 射 
心 O 引 出 的 直线 OP 叫做 投影 线 。 
中 心 射 影 被 两 直线 1,L ”和 射影 中 心 O 所 唯一 确 
定 , 取 不 同 的 射 心 ,就 可 以 得 到 不 同 的 中 心 射 影 。 而 
且 点 PP 也 是 点 P' 在 直线 :上 的 以 O 为 射 心 的 中 心身 
影 下 的 对 应 点 。 若 直线 /与 直线 1 交 于 点 A, 则 点 A 
是 自 对 应 点 ,如 图 5-1 所 示 。 

在 图 5-1 的 中 心 射影 下 .如果 直 线 1 上 的 点 M., 使 得 OM/W, 则 点 M 在 直线 上 的 对 
应 点 M' 就 不 存在 ; 同样 直线 /上 有 一 点 N ,使 得 ON /1. 则 点 N' 在 直线 /上 的 对 应 点 NN 
也 不 存在 。 我 们 将 点 M,N 分 别 叫做 直线 ! 和 上 的 影 消 点 。 故 在 该 平面 上 ,中心 射 影 不 能 
建立 两 条 直线 上 点 之 间 的 一 一 对 应 。 

同 理 ,我 们 可 以 定义 空间 中 两 个 平面 上 点 之 间 的 中 心 射影 。 


ES 


如 图 5-2 所 示 ,我 们 设 x 与 <" 是 两 个 相交 平面 ,点 S 是 不 在 平面 + 和 x 上 的 一 定点 , 取 
作 射 影 中心 。 对 x 上 任意 点 A , 作 直 线 SA 交 平 面 x 于 点 A', 则 可 给 出 如 下 定义 。 


图 5-2 


定义 1.2 将 点 A’ 叫做 点 A 投射 到 平面 x 上 的 中 心 射影 ,从 中 心 S 引出 的 直线 SA 叫 
做 投射 线 。 

如 图 5-3 所 示 , 若 平面 x 与 x 相交 于 直线 a, 则 
直线 a 叫做 自 对 应 线 ,其 上 的 每 一 点 都 是 自 对 应 点 。 
在 图 5-3 中 ,经 点 O 作 平面 a// x 交 平 面 x 于 直线 
加 , 则 直线 m 上 的 每 一 点 都 是 影 消 点 ,我们 把 直线 mm 
叫做 影 消 线 ; 在 平面 x 也 有 一 条 直线 n 是 影 消 线 。 
故 平面 + 上 的 点 与 x 的 上 点 之 间 的 中 心 射影 也 不 能 
建立 一 一 对 应 。 


影 的 定义 可 知 ,中 心 射影 具有 如 下 性 质 ( 以 图 5-2 为 
例 ): 
(1) 将 点 变 成 点 ,例如 A 一 A’,B 一 B'( 二 B) ,CC'。 
(2) 将 直线 变 成 直线 .例如 &>& 。 


RB 

由 前 面 的 讨论 知 中 心 射 影 不 能 成 为 一 一 对 应 ,其 根源 在 于 平行 直线 没有 交点 ,平行 平面 
没有 交 线 。 因 此 ,为 了 使 得 中 心 射 影 成 为 一 一 对 应 ,必须 让 平行 直线 交 于 一 个 点 ,不 妨 就 叫 
做 理想 点 ,也 必须 让 平行 平面 交 于 一 条 直线 .不 妨 叫做 理想 线 。 这 样 ,在 平面 上 就 引进 了 理 
想 点 和 理想 线 , 从 而 把 平面 进行 了 拓 广 。 


如 图 5-1, 由 于 两 平行 线 mw 和/ 在 平面 上 没有 交点 ,但 直观 上 ,由 于 两 相交 直线 逐渐 趋 
于 平行 时 ,它们 的 交点 逐渐 离开 有 限 的 地 方 ,因此 合理 地 认为 平行 直线 交 在 无 穷 远 处 ,故我 
们 可 以 把 这 个 理想 点 叫做 无 穷 远 点 ; 同 理 . 如 图 5-3, 平 行 平面 a 和 :在 空间 没有 交 线 ,但 直 
观 上 ,由 于 两 相交 平面 逐渐 趋 于 平行 时 ,它们 的 交 线 逐渐 离开 有 限 的 地 方 ,因此 合理 地 认为 
两 平行 平面 交 在 无 穷 远 处 ,故我 们 可 以 把 这 条 理想 线 叫做 无 穷 远 直 线 。 当 我 们 引进 无 穷 远 
点 和 无 穷 远 直 线 后 ,就 解决 了 前 两 种 中 心 射影 不 是 一 一 对 应 的 矛盾 。 

为 了 与 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 相 区 别 ,我 们 把 原来 欧 氏 平面 上 的 点 叫做 非 无 穷 远 点 或 
普通 点 ,原来 欧 氏 平面 上 的 直线 叫做 非 无 穷 远 直线 或 普通 直线 。 

我 们 已 经 约定 两 平行 直线 交 于 一 无 穷 远 点 ,如 图 5-4 
所 示 , 给 出 直线 1 及 直线 1 外 一 普通 点 已 ,过 已 平行 于 / 的 
直线 / 交 / 于 无 穷 远 点 L- 。 有 

为 了 使 得 中 心 射 影 成 为 一 一 对 应 ,我 们 必须 引进 一 种 一 一 
新 元 素 一 一 无 穷 远 元 素 , 将 欧 氏 平面 加 以 拓展 。 对 于 我 们 
引进 的 这 种 新 元 素 , 作 出 如 下 约定 : 

(1) 在 平面 上 对 于 任何 一 组 平行 线 引入 唯一 一 点 叫做 无 穷 远 点 ,此 点 在 组 中 每 一 条 直 
线 上 而 不 在 此 组 之 外 的 任何 直线 上 。 

由 此 可 以 证 明 空 间 中 的 一 组 平行 线 只 有 一 个 公共 点 (这 组 直线 上 的 无 穷 远 点 ), 即 平行 
直线 相交 于 无 穷 远 点 。 

还 可 以 证 明 一 条 直线 与 它 平 行 平面 相交 于 一 个 无 穷 远 点 。 

无 穷 远 点 是 二 维 空间 中 平行 直线 的 交点 。 

一 个 平面 上 的 直线 有 无 穷 多 条 ,所 以 平面 上 的 无 穷 远 点 也 有 无 穷 多 个 ,由 于 每 条 直线 上 
只 有 一 个 无 穷 远 点 ,所 以 平面 上 无 穷 远 点 的 轨迹 应 该 与 此 平面 上 每 一 条 直线 只 有 一 个 交点 ， 
因此 我 们 约定 : 

(2) 一 个 平面 上 一 切 无 穷 远 点 的 集合 组 成 一 条 直线 叫做 无 穷 远 直线 .无 穷 远 直 线 记 为 /-.。 

无 穷 远 直线 实际 上 是 三 维 空间 中 平行 平面 的 交 线 。 

空间 中 有 无 穷 多 个 方向 ,因此 有 无 穷 多 个 无 穷 远 点 ,这 些 无 穷 远 点 的 轨迹 与 每 个 平面 既 
然 相交 于 一 条 无 穷 远 直 线 , 因 此 我 们 约定 ， 

(3) 空间 中 一 切 无 穷 远 点 的 集合 组 成 一 个 平面 叫做 无 穷 远 平面 ,无 穷 远 平面 记 为 x- 。 
为 了 区 别 起 见 ,把 原来 欧 氏 空间 中 原 有 的 平面 叫做 非 无 穷 远 平面 或 普通 平面 。 另 外 ,约定 ， 

(4) 无 穷 远 点 ,无 穷 远 直 线 和 无 穷 远 平面 统称 为 无 穷 远 元 素 。 


1.2 和 绸 影 直线 和 射影 平面 以 及 它们 的 性 质 


定义 1.3 在 欧 氏 直线 上 添加 了 一 个 无 穷 远 点 后 ,得 到 了 一 条 新 的 直线 ,我 们 把 它 叫 做 
仿 射 直线 。 


章 二 从 仿 射 水 面 到 射影 圣 面  _ 


同样 地 ,将 此 概念 加 以 推广 可 得 到 仿 射 平面 的 概念 。 

定义 1.4 在 欧 氏 平面 上 添加 了 一 条 无 穷 远 直 线 后 ,得 到 了 一 个 新 的 平面 ,我 们 把 它 叫 
做 仿 射 平面 。 

在 前 面 通过 引进 无 穷 远 元 素 ,把 欧 氏 直线 和 欧 氏 平面 进行 了 拓 广 ,得 到 了 仿 射 直线 和 仿 
射 平面 。 另 一 方面 ,通过 引进 无 穷 远 元 素 , 使 得 中 心 射影 成 为 了 一 一 对 应 ,从 而 使 以 中 心 射 
影 为 基础 的 射影 几何 的 建立 成 为 可 能 。 而 在 中 心 射影 下 ,无 穷 远 元 素 是 作为 普通 元 素 的 像 
或 原 像 出 现 的 ,因此 ,无 穷 远 元 素 应 当 与 普通 元 素 处 于 完全 同等 的 地 位 ,也 就 是 说 ,将 无 穷 远 
元 素 与 普通 元 素 是 一 视 同仁 平等 看 待 而 不 加 区 别 的 ,这 样 我 们 就 把 仿 射 直线 和 仿 射 平面 进 
行 了 完备 处 理 , 得 到 了 扩大 的 仿 射 直线 和 扩大 的 仿 射 平面 ,对 此 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 1.5 ”如果 把 仿 射 直线 上 的 无 穷 远 点 与 普通 点 平等 看 待 而 不 加 区 别 , 那 么 这 条 直 
线 叫 做 射影 直线 。 

同样 地 ,将 此 概念 加 以 推广 可 得 到 射影 平面 的 概念 。 

定义 1.6 如 果 把 仿 射 平面 上 的 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素平 等 看 待 而 不 加 区 别 , 那 么 这 
个 平面 叫做 射影 平面 。 

射影 平面 上 的 点 叫做 射影 点 。 射 影 点 、 射 影 直线 和 射影 平面 都 是 射影 几何 的 基本 元 素 。 
以 下 为 了 方便 并 不 致 于 发 生 混 消 的 条 件 下 ,把 射影 点 .射影 直线 和 射影 平面 分 别 简称 为 点 、 
直线 和 平面 。 

由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素平 等 ,使 得 在 射影 平面 上 ,有 关 直 线 的 结论 除 与 欧 氏 平面 和 
仿 射 平面 同样 具有 “两 点 决定 唯一 直线 "外 .还 有 下 面 两 条 特殊 的 基本 性 质 : 

(1) 在 射影 平面 上 ,直线 是 “封闭 ”的 。 

(2) 在 射影 平面 上 ,任意 两 条 不 同 直线 有 且 仅 有 一 个 交点 。 

性 质 (1) 告 诉 我 们 ,在 射影 直线 上 ,一 点 不 能 将 直线 分 成 两 部 分 ,两 点 不 能 决定 唯一 线 
段 ; 直线 上 三 点 ,不 能 说 哪 一 点 介 于 另外 两 点 之 间 ,通常 的 顺序 关系 无 意义 ,如 图 5-5 所 示 。 

4 3 4 3 
C bo 0 
(a) (b) 
图 5-5 


性 质 (2) 告 诉 我 们 ,射影 平面 上 任何 两 条 直线 均 相 交 , 无 平行 概念 。 由 于 这 些 特性 ,在 射 
影 平面 上 还 有 一 些 与 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 的 常识 不 一 致 的 “奇怪 ”现象 。 

我 们 知道 ,在 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 的 一 条 直线 & 都 可 将 该 平面 划分 成 两 个 区 域 ,如 
图 5-6(a) 所 示 。 这 是 因为 不 同 区 域内 的 点 A 和 B 不 能 用 不 与 & 相交 的 线段 连接 起 来 。 但 
是 一 条 射影 直线 却 不 能 将 射影 平面 划分 成 两 个 区 域 。 图 5-6(b) 表示 射影 平面 上 A,B 两 点 
属于 同一 区 域 。 实 际 上 ,车 “线段 ”AB 交 射 影 直线 & 于 点 C, 则 直线 AB 不 能 与 ES 有 另外 的 


交点 。 但 由 于 封闭 性 ,从 点 A 经 添加 的 无 穷 远 点 与 点 B 相连 的 "线段 "不 与 相交 ,所 以 两 
点 和 A,B 属于 同一 区 域 。 


wm 


(a) (b) 
图 5-6 
在 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 两 条 不 同 直线 或 将 平面 划分 成 三 个 区 域 ,或 将 平面 划分 成 四 


个 区 域 ,如 图 5-7 所 示 。 但 是 .在 射影 平面 上 两 条 不 同 直线 只 能 将 该 射影 平面 划分 成 两 个 区 
域 ,如 图 5-8 所 示 。 
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1.3 射影 平面 的 拓扑 模型 


为 了 帮助 理解 射影 平面 的 直观 形象 ,下 面 我 们 给 出 一 个 欧 氏 空间 中 射影 平面 的 模型 。 

如 图 5-9(a) 所 示 ,在 三 维 欧 氏 空间 中 , 设 给 出 一 个 以 点 O 为 球 心 的 半 张 球面 ,把 球 大 圆 
C 上 的 每 一 条 直径 的 两 个 端点 看 成 一 个 无 穷 远 点 ,半球 面 上 的 其 他 点 看 为 普通 点 。 大 圆 为 
射影 平面 上 的 无 穷 远 直 线 ,半球 面 上 的 半 大 圆 弧 为 普通 直线 ,相交 于 同一 点 的 半 大 圆 弧 就 是 
平行 直线 。 

通过 拓扑 模型 ,我 们 容易 理解 射影 平面 的 一 个 特性 一 一 单 向 性 。 设 想 有 一 个 人 在 球面 
的 向 外 一 面 走 到 点 C 处 (图 5-9(b)), 他 看 见 点 A 在 它 的 左 侧 ,点 B 在 它 的 右 侧 。 但 实际 
上 ,三 点 A,B,C 也 是 三 点 A',B',C', 而 人 在 点 C' 却 看 见 A” 在 他 的 右 侧 ,B 在 他 的 左 侧 ， 
这 就 是 说 ,他 已 经 站 在 球面 面 内 的 一 侧 了 。 换 名 话说 ,此 人 从 球 的 面 外 一 侧 走 到 边缘 时 , 正 
好 也 走 入 面 内 一 侧 , 这 就 是 射影 平面 的 单 向 性 。 


图 5-9 


我 们 利用 默 比 乌 斯 带 理解 曲面 的 单 向 性 , 它 是 射影 平面 的 一 部 分 ,如 图 5-10, 把 长 方形 
带 ABA'B' 扭 转 , 使 得 点 A 与 点 A 黏合 ,点 了 与 点 B” 黏合 就 得 到 一 个 默 比 乌 斯 带 。 从 带 
上 的 任意 一 点 卫 出 发 ,平行 于 边界 移动 ,不 越过 边界 就 能 移 到 该 点 所 在 带子 的 背面 ,因此 它 
为 单 侧 曲面 。 


1.4 图 形 的 射影 性 质 


引进 无 穷 远 元 素 以 后 , 便 可 以 通过 中 心 射 影 建立 平面 上 两 直线 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ,这 
种 一 一 对 应 叫做 透视 对 应 。 同 样 ,也 可 以 通过 中 心 射影 建立 两 平面 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ,也 
叫做 透视 对 应 。 

定义 1.7 经 过 中 心 射影 (透视 对 应 ) 后 图 形 的 不 变性 质 ( 量 ) 叫 做 图 形 的 射影 性 质 (不 
变量 ) 。 

容易 证 明 , 同 素性 、 结 合 性 都 是 射影 性 质 。 

例 1 证 明 ; (1) 相 交 于 影 消 线 的 两 条 直线 经 中 心 射 影 后 必 成 为 平行 直线 ; (2) 单 比 不 
是 射影 不 变量 。 

证 明 (1) 如 图 5-11 所 示 , 设 平面 + 上 两 直线 11,ls 相交 于 影 消 线 mm 上 一 点 了 ,经 以 点 
O 〇 为 中 心 的 中 心 射影 后 ,4 与 1; 的 对 应 直线 分 别 为 六 与 。 由 于 中 心 射影 保持 结合 性 不 
变 , 所 以 点 P 的 对 应 点 是 11 和 1% 交点 , 即 点 P-。 由 于 六 与/ 相交 于 无 穷 远 点 ,所 以 
/AEE 

(2) 如 图 5-12, 设 三 条 直线 a,b,c 交 于 点 0O, 直 线 c 平 分 人 (a,5)。 直 线 1 和 分 别 交 三 
条 直线 于 点 A,B,C 和 点 A“ ,B',C' ,并 使 |AOI 坟 1BOI 且 14AOI>1B'O1, 于 是 , 单 比 
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图 5-11 
_AC_40 pr _aC _AO 
(ABR = 和 = BO” MBEY= per= BG 
所 以 
| ABEY | ls ECV 
故 单 比 不 是 射影 不 变量 。 


定义 1.8 一 条 直线 1 上 所 有 点 A ,B.C,… 的 集合 叫做 点 列 , 此 直线 7 叫做 点 列 的 底 ， 
记 为 L(A,B,C,…)。 

定义 1.9 一 个 平面 上 通过 一 点 O 的 所 有 直线 a .b,c,… 的 集合 叫做 线束 ,此 点 O 叫做 
线 东 的 中 心 , 记 为 Ola,b,c,…)。 

我 们 通常 把 点 列 与 线束 统称 为 一 维基 本 形 ,其 中 点 列 可 叫做 第 一 基本 形 ,线束 叫做 第 二 
基本 形 。 

显然 ,点 列 与 线束 都 是 射影 不 变 图 形 , 但 是 平行 四 边 形 , 二 直线 的 垂直 性 等 都 不 是 射影 
不 变 的 。 


2 齐 次 仿 射 坐标 


从 解析 上 讲 , 在 欧 氏 直线 上 ,建立 坐标 系 ( 即 数 轴 ) 后 , 便 有 了 点 与 实数 之 间 的 一 一 对 应 ， 
在 直线 上 添加 无 穷 远 元 素 , 解 决 了 中 心 射 影 不 一 一 对 应 的 矛盾 ,但 又 出 现 了 新 的 矛盾 : 在 解 
析 上 ,如 何 用 实数 来 表示 无 穷 远 元 素 呢 ? 既然 无 穷 远 点 是 作为 两 条 平行 直线 的 “交点 ”而 引 
进 的 , 故 为 给 无 穷 远 点 以 坐标 ,就 应 当 研 究 两 条 直线 交点 的 坐标 。 
设 在 仿 射 平面 上 ,有 两 条 直线 和 与 名 , 且 它 们 的 方程 分 别 为 
&: Aiz 十 Biy 十 Ci =0 与 总 :Asz 十 Bay 十 Cz = 0。 
联 立 这 两 个 直线 方程 , 解 得 


B GG C1 | 
B: Ce GC: A 

Sm Bl lM 各 
A: 了 : 4 B: 


显然 , 当 直线 和 与 所 不 平行 时 , 即 当 


Ai B 
zeeyD 就 补 完 全 确定 , 且 它 表示 下 
A: B;: 


A 


所 与 名 的 交点 ; 当 直 线 & 与 名 平行 时 , 即 当 而 三 0, 由 于 零 不 能 作 除数 , 故 式 (2-1) 中 


Bi 
| 
的 rz,y 均 不 存在 。 但 是 按照 新 的 观点 ,我 们 认为 直线 和 与 名 交 于 无 穷 远 点 。 问 题 是 如 何 
引入 一 种 新 的 坐标 表示 法 ,使 得 每 一 个 无 穷 远 点 有 完全 确定 的 坐标 。 为 此 ,进一步 讨论 
式 (2-1)。 

当 直 线 & 与 名 不 平行 时 ,将 式 (2-1) 改 写成 


B! Ci Ci A A! Bi 
Xx:y:1= : : = X1: Xs : X36 (2-2) 
BC C: A: A: B;: 
这 就 是 说 ,可 以 用 满足 关系 
i 志和 
- 
的 有 序数 组 (zi ,zs ,zs) 来 表达 直线 和 与 名 的 交点 (x,y)。 这 种 表示 法 看 来 很 麻烦 ,但 它 可 
A! Bi 
以 合理 地 表达 直线 & 与 名 平行 时 所 交 的 “无 穷 远 点 ”的 坐标 。 实 际 上 , 当 证 二 0 时 ， 
参照 式 (2-2) ,我 们 写 出 其 “无 穷 远 交 点 ”的 坐标 应 当 满 足 
B，C CA 
3 :0 一 Zi:zz:0。 
B, C: C: 4: 
换 句 话说 ,我 们 用 
( v= | i pd 
1 2 = ?lB, Cc, *O 本 加 9 | 0 天 


来 表示 平行 直线 和 与 名 的 交点 坐标 , 即 无 穷 远 点 的 坐标 。 
利用 如 上 做 法 ,我们 给 出 了 无 穷 远 点 的 坐标 ,这 种 坐标 就 是 下 面 要 定义 的 齐 次 仿 射 
坐标 。 


2.1 点 的 齐 次 仿 射 坐标 


为 了 刻画 无 穷 远 点 的 坐标 ,我 们 现在 定义 齐 次 仿 射 坐标 ,并 利用 齐 次 仿 射 坐标 定义 无 穷 
远 点 。 
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定义 2.1 设 欧 氏 直 线 上 普通 点 P 的 坐标 为 x, 则 由 适合 z 一 也 的 两 个 数 21,22 组 成 的 


有 序数 组 (zi ,zx2) (其中; 隆 0) 叫 做 点 了 的 一 维 齐 次 仿 射 坐标 , 记 为 PCzk,zz) ,而 把 zx 叫做 
点 P 的 非 齐 次 仿 射 坐标 。 当 x: 二 0 时 , 即 (zi,0)( 其 中 和 夫 0) 或 (1,0) 规 定 为 这 条 直线 上 的 
无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 仿 射 坐标 。 

由 定义 可 知 : 

(1) 不 同时 为 0 的 两 个 数 mm ,zs 在 轴 上 唯一 确定 一 点 PCz zz); 而 (0,0) 不 决定 一 个 点 ; 

(2) 如 果 po 径 0, 那么 (or,ors) 与 (ziyzz) 表 示 轴 上 同一 点 ; 


(3) 如 果 zz 天 0, 那 么 (zi,zz) 决 定 轴 上 的 一 个 普通 点 , 它 的 非 齐 次 仿 射 坐标 为 习 ， 


(4) 如 果 x 关 0,zz 二 0, 那 么 (xz1,0) 或 (1,0) 规 定 为 轴 上 的 无 穷 远 点 ,无 穷 远 点 没有 非 齐 


定义 2.2， 设 欧 氏 平面 上 普通 点 己 的 笛 卡 儿 坐 标 为 (zy), 则 由 适合 xz 一半 ,> 一 至 的 三 


Xa 

个 数 zx1,xs，,xs 组 成 的 有 序数 组 (zi ,x2 ,x3)( 其 中 x3 隆 0) 叫 做 点 了 的 二 维 齐 次 仿 射 坐标 , 记 
为 PCzi'zzyzs) ,而 把 (zy) 叫做 点 P 的 二 维 非 齐 次 仿 射 坐标 。 

当 zz 二 0 时 , 即 (zi ,zx2,0)( 其 中 民 ,zs 不 同时 为 0) 规 定 为 平面 上 的 无 穷 远 点 的 二 维 齐 
次 仿 射 坐 标 。 

由 定义 可 知 ; 

(1) 不 同时 为 0 的 三 个 数 zi ,zs ,zs 在 平面 上 唯一 确定 一 点 PCziyzz'zs); 而 (0,0,0) 
不 决定 一 个 点 ; 

(2) 如 果 Pp 关 0, 那 么 (pxi ,pzrz ,PZ3) 与 (zx1 ,Xx2，,X3) 表 示 平面 上 的 同一 点 ; 


(3) 如 果 zs 考 0, 那 么 (xi.xs .xs) 是 非 齐 次 仿 射 坐 标 为 (z= 于,y 王 于) 的 普通 点 的 齐 次 


仿 射 坐标 ; 

(4) 如 果 zs 一 0, 且 zzs 不 同时 为 0, 那 么 (zi ,zs,0) 规 定 为 平面 上 的 无 穷 远 点 的 二 维 
齐 次 仿 射 坐标 ,无 穷 远 点 没有 二 维 非 齐 次 仿 射 坐标 。 

例如 , 非 齐 次 仿 射 坐标 为 (2,3) 的 点 的 齐 次 仿 射 坐标 可 以 写成 (2,3,1),( 一 4, 一 6, 一 2)， 
(2p,3p,p)(p 冯 0) 等 ,但 通常 写 最 简单 的 一 个 , 即 以 (2,3,1) 作 为 代表 。 齐 次 仿 射 坐 标 为 (2， 
3,0)(0,1,0)(1,.0,0) 的 点 都 是 无 穷 远 点 。 再 比如 (1,0.0) 表 示 x 轴 上 的 无 穷 远 点 , (0,1， 
0) 表 示 y 轴 上 的 无 穷 远 点 ,而 (0,0.0) 不 代表 任何 点 。 


2.2 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 


在 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 .直线 的 一 般 方程 都 是 Az 十 By 十 C=0 的 形式 ,但 是 在 射影 
平面 中 ,每 一 条 直线 上 都 有 一 个 无 穷 远 点 ,该 直线 的 方程 如 何 表示 呢 ? 下 面 借助 点 的 齐 次 仿 


射 坐标 表示 ,研究 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 。 
我 们 知道 ,在 仿 射 坐标 系 下 ,直线 的 一 般 方程 是 Ax 十 By 十 C 二 0。 用 齐 次 仿 射 坐标 表 


达 ,即将 xz 一 辣 ,3y 一 站 代 人 ,并 用 二 乘 之 得 Ax 十 Bzs 十 Cxs 一 0。 去 掉 zs 取 0 的 限制 ,即将 
无 穷 远 点 添加 进去 , 则 得 到 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 是 
Azi 十 Br: 十 Czs = 二 0， A,B,C 不 全 为 0。 
此 式 表明 ,使 用 齐 次 仿 射 坐标 后 ,直线 方程 成 为 * 齐 一 次 ”方程 ,这 就 是 * 齐 次 坐标 ”名称 的 
由 来 。 
定理 2.1 设 一 直线 的 非 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 


Azr 十 By 十 C=0，A4: 十 B: 尖 0， 
则 此 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 
Azri 十 Brs 十 Crs = 二 0，A? 十 B? 关 0。 (2-3) 
特别 地 ,过 原点 的 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 


Arzri 十 Br 一 0。 

下 面 讨论 对 于 平面 上 无 穷 远 直 线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 。 

由 于 平面 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 都 满足 xz; 二 0; 反之 , 齐 次 仿 射 坐标 满足 xz; 二 0 
的 点 都 是 无 穷 远 点 。 即 zs 一 0 反映 了 平面 上 无 穷 远 点 的 集合 的 特征 , 且 它 也 是 齐 一 次 方程 。 
因此 ,我 们 说 ,平面 上 无 穷 远 点 的 集合 是 方程 为 x; 二 0 的 无 穷 远 直线 。 

定理 2.2 无 穷 远 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 

zs 一 0。 (2-4) 
注 无 穷 远 直线 没有 非 齐 次 仿 射 坐标 方程 。 
现在 考察 任意 直线 上 的 无 穷 远 点 的 坐标 。 为 此 联 立方 程 (2-3) 与 方程 (2-4) 得 
人 十 Brs 二 Crs 一 0， 


Xs3 = 0。 

解 方程 组 ,得 到 直线 (2-3) 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (B, 一 A.0)。 

通过 以 上 研究 ,可 得 以 下 几 点 结论 : 

(1) 每 一 条 普通 直线 上 有 且 仅 有 一 个 无 穷 远 点 ; 

(2) 平行 直线 有 同一 无 穷 远 点 ; 

(3) 不 平行 直线 有 不 同 无 穷 远 点 ; 

(4) 两 点 决定 一 直线 。 若 其 中 至 少 有 一 点 是 普通 点 , 则 决定 普通 直线 ; 车 两 点 均 为 无 
穷 远 点 , 则 决定 无 穷 远 直线 。 

例 1 (1) 求 出 普通 点 (3,4),(0, 一 2),(3,0),(0,0) 的 齐 次 仿 射 坐标 ; 

(2) 求 出 直线 3x 一 y 十 2 二 0,3z1 十 2zxz 一 zs 二 0 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 。 

解 (1) 普通 点 (3,4) (0, 一 2)(3.0)(0,0) 的 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 

(35451) 5305 —231)(35051), (0s0»1)s 


(2) 3z 一 y 十 2 二 0 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (1,3,0) ,直线 3zi 十 2zz 一 zs 一 0 上 无 
穷 远 点 的 坐标 为 (1, 一 立 ,0) 或 (2, 一 3,0)。 


例 2 三 点 A(aaaz,as),B(C pb) .CCecscs) 共 线 的 充 要 条 件 是 它们 的 齐 次 仿 射 
坐标 满足 


pp bs|= 0。 (2-5) 


By C2 C3 
证 明 车 三 点 中 至 少 有 两 点 相同 ,条 件 是 显然 的 。 不 同 三 点 A,B,C 共 线 的 充 要 条 件 

是 存在 直线 &: yz 十 yazz 十 yszs 一 0, 上 且 yyyayys 不 全 为 零 , 使 得 三 点 的 坐标 均 满 足 此 方 

程 , 即 关于 y ,yz ,ys 的 齐 次 线性 方程 组 

区 十 azyz 十 asys 一 0， 


biyit bays + bsys 0， 


Clyl 十 c2y2 十 Csys 0 
有 非 零 解 ,而 这 正好 等 价 于 条 件 (2-5)。 
例 3 求 由 点 A(2,3, 一 1) 和 点 B(1,4,0) 所 决定 的 直线 方程 。 


解 设 由 两 点 A, 刀 所 决定 的 直线 上 的 动 点 为 了 (zi'zayzs) ,显然 三 点 P,A,B 共 线 , 则 
由 例 2 有 
T1 Xz Ts 
2 3 一 1|=0， 
1 4 0 


整理 得 所 求 直 线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 
47z1 一 ZX: 十 5x3 一 0。 

设 点 A 与 点 B 的 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (a1.as.as),(01,5s,b), 则 直线 AB 的 坐标 式 方 
程 为 
a az as|= 0。 (2-6) 
bl bs bs 
在 等 式 (2-6) 中 , 左 端 第 一 行 可 以 写成 第 二 三 行 的 线性 组 合 , 即 

让 = hail+ pbi, 


Zs = haz + yb:. (2-7) 
Xs = Mas pbs, 
其 中 4.uER . 且 不 全 为 0。 把 方程 组 (2-7) 叫 做 该 直线 的 参数 式 方程 ,4,y 是 参数 。 


ES 


2.3 齐 次 仿 射 线 坐 标 


平面 上 的 点 采用 齐 次 仿 射 坐标 后 ,直线 的 方程 为 
WX1 十 zzzaz 十 zazs 一 0， (2-8) 

其 中 (zi ,x2 ,zx3) 是 直线 上 任 一 点 的 流动 坐标 ,该 直线 由 它 的 系数 ww ,uz ,us 决定 , 且 与 方程 
plzi 十 puzXz 十 puszs 二 0(p 关 0) 表 示 同 一 条 直线 。 

定义 2.3 一 直线 的 齐 次 仿 射 点 坐标 方程 中 mmzi 十 zz 十 xsazs 一 0 的 3 个 系数 mvuz， 
us 组 成 的 有 序数 组 [Lia ,wz ,ws ] 叫 做 该 直线 的 齐 次 仿 射线 坐标 。 

显然 ,Lpwu ,ora ,pus](p 关 0) 也 是 该 直线 的 齐 次 仿 射 线 坐 标 ,因此 一 直线 的 齐 次 仿 射 线 
坐标 有 无 穷 多 成 比例 组 ,通常 用 最 简单 的 一 个 作为 代表 。 

把 直线 wx 的 齐 次 仿 射线 坐标 写成 Lu ,us ,usj 或 4 三 [ua ,ws ,xs], 是 为 了 区 别 于 点 的 齐 次 
仿 射 坐标 。 

如 果 直 线 wwii 十 wzzs 十 uszs 二 0 的 齐 次 仿 射线 坐标 Lu ,wz ,zs] 中 ws 天 0, 即 直线 不 通过 
原点 时 ,那么 把 


叫做 该 直线 的 非 齐 次 仿 射线 坐标 。 

定理 2.3 点 X 反 (zi,zz,zs) 在 直线 u 二 [i ,xz yxs] 上 的 充 要 条 件 是 

zzl 十 zzzZz 十 zazs 一 0。 

所 有 不 通过 原点 的 直线 方程 可 以 写成 wz 十 wy 十 1=0。 通 过 原点 的 直线 只 有 齐 次 仿 射 坐 
标 ,没有 非 齐 次 仿 射 坐标 。 就 像 无 穷 远 直线 只 有 章 次 仿 射 坐标 ,没有 非 齐 次 仿 射 坐标 一 样 。 

下 面 介绍 点 的 方程 及 其 有 关 结论 。 

定义 2.4 如 果 把 mmzi 十 xzz 十 zxazs 二 0 中 的 ws,uz,us 看 成 变数 ,把 zj,zz,zs 看 成 定 
数 ,那么 url 十 xzzz 十 taxs 一 0 表示 以 定点 X=(z ,2 ,3) 为 中 心 的 直线 东 , 我 们 把 它 叫做 
点 六 的 线 方程 。 

例如 ww 一 wz 一 us 二 0 表示 一 点 , 它 的 坐标 是 这 个 方程 的 系数 (1, 一 1, 一 1)。 

定理 2.4 在 齐 次 仿 射 坐标 中 ,一 点 六 二 (x ,zs,Zx3) 的 方程 是 wx 十 wzxs 十 us3z3 二 0; 
反之 ,Lu ,uz ,usj 所 构成 的 一 次 齐 次 方程 必 表示 一 点 。 

注 在 线 坐标 下 原点 的 方程 为 us 二 0。 

例 4 写 出 直线 3zi: 一 2zrz 十 zs 一 0,z 轴 ,> 轴 , 无 穷 远 直 线 的 齐 次 仿 射线 坐标 。 

解 直线 3zi 一 2zz 十 zs 一 0 的 齐 次 仿 射线 坐标 为 [3, 一 2,1]; 

工 轴 的 方程 为 > 一 0, 即 x 二 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射 线 坐标 为 [0,1,0]; 

y 轴 的 方程 为 x 二 0, 即 x 二 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射线 坐标 为 [1.0,0]; 

无 穷 远 直线 的 方程 为 zs 三 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射线 坐标 为 [0,0,1]。 


机 SS 写 由 点 0 一 芭 交 0 一色 5 >y 轴 上 的 无 穷 远 点 的 方程 。 
解 ”点 (1, 一 1,2) 的 方程 为 ww 一 wz 十 2us 二 

点 (1,0, 一 2) 的 方程 为 ww 一 2u3 二 0; 

原点 (0,0,1) 的 方程 为 ws 二 0; 

工 轴 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (1,0.0) , 它 的 方程 为 二 

y 轴 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (0,1.0)., 它 的 方程 为 uz: 二 0。 


3 德 萨 格 定理 与 平面 对 偶 原理 


3.1 德 萨 格 定理 


德 萨 格 定理 是 射影 平面 上 的 重要 定理 , 它 是 射影 几何 的 理论 基础 , 它 的 应 用 很 广 ,许多 
定理 以 它 为 根据 ,利用 它 还 可 以 证 明 初 等 几何 中 一 些 共 点 或 共 线 的 问题 。 

定义 3.1 平面 上 不 共 线 的 三 点 与 其 每 两 点 的 连 线 所 组 成 的 图 形 叫做 三 点 形 ; 平面 上 
Se ee 


共 点 的 三 :条 直线 ， 叫做 边 。 

定理 3.1( 德 萨 格 定理 ) 如 果 两 个 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,那么 对 应 边 的 交 
点 在 同一 条 直线 上 。 

证 明 车 两 个 三 点 形 有 对 应 顶点 ( 边 ) 重 合 ,或 者 对 应 顶点 连 线 所 共 的 点 恰 是 一 个 三 
形 的 顶点 ,命题 都 显然 成 立 。 下 面 只 讨论 一 般 的 情况 : 

设 有 三 点 形 ABC 和 A'B'C', 它 们 的 对 应 顶点 连 线 AA',BB',CC' 交 于 一 点 0, 其 对 应 
边 的 交点 分 别 为 BCNB'C'=X.CANCA’=Y,ABNA'B'=Z。 下 面 分 两 种 情况 证 明 点 
X,Y,Z 在 同一 条 直线 上 。 

(1) 车 三 点 形 ABC 和 A'B'C' 分 别 在 两 个 不 同 的 平面 + 和 x 上 ,如 图 5-13 所 示 。 因 为 
BB'N 站 CC 二 0, 所 以 点 B,B',C,C',O 共 面 ,直线 BC 和 BC 必 相交 ,交点 X 在 平面 zx 和 x 
的 交 线 上 。 同 理 ,直线 CA 与 CA“ 也 相交 ,直线 AB 与 A'B' 也 相交 , 且 相 应 的 交点 Y,Z 都 
在 x 和 x 的 交 线 上 。 因 此 点 X,Y,Z 在 同一 条 直线 上 。 

(2) 车 三 点 形 ABC 和 A’B'C' 在 同一 平面 + 上 ,如 图 5-14 所 示 , 可 以 设法 在 空间 中 建 
立 另 一 个 三 点 形 A*B”C”, 使 它 和 三 点 形 A'B'C' 联 系 起 来 ,以 便利 用 (1) 证 明 德 萨 格 定理 。 
为 此 ,过 点 O 作 不 在 平面 + 上 的 直线 7. 在 1 上 任 取 两 点 L 和 L'( 异 于 点 0), 则 直线 AA'， 
BB' ,CC' ,LL' 都 通过 点 O。 因 为 AA'NLL’=O, 所 以 点 A,A’,L,L' 共 面 , 则 有 LA 与 L'A 
相交 , 设 交点 为 A 。 同 理 可 得 ,LC 与 L'C 相交 ; LB 与 L'B 相交 ,不 妨 设 LC mnL'C=C"， 
LB'NL'B=B'。 显然 ,点 A”,B”,C' 不 共 线 (否则 点 A,B,C 共 线 )。 


图 5-14 


应 用 德 萨 格 定理 于 三 对 三 点 形 世 BC 和 LB'C' .LAB 和 LA'B',L'AC 和 LA'C'。 

由 三 点 形 L'BC 和 LB'C' 的 对 应 顶点 连 线 LL',BB',CC' 交 于 点 O, 可 知 三 对 对 应 边 交 
点 共 线 。 设 BCNB'C'=X, 而 LBNLB’=B",L'CNLC =C, 则 点 B,C ,X 共 线 , 即 点 义 
在 直线 B'C 上 。 

同 理 ,对 于 三 点 形 LAC 和 LA'C', 设 ACN A'C’=Y, 则 点 A”,C,Y 共 线 , 即 点 Y 在 
A’C" 上 ; 对 于 三 点 形 L'AB 和 LA'B', 设 AB 由 A'B’=2, 则 点 A,B',Z 共 线 , 即 点 Z 
在 A”B” 上 。 

因此 ,点 义 ,Y,Z 都 在 平面 A’B'*C ”上 ,而 点 羡 ,Y,Z 又 在 平面 zx 上 ,所 以 点 X,Y,2Z 在 平 
面 A”B'C” 与 平面 x 的 交 线 上 . 即 点 义 .Y.Z 共 线 。 

定理 3.2( 德 萨 格 定理 的 逆 定 理 ) 如 果 两 个 三 点 形 对 应 边 的 交点 在 同一 条 直线 上 , 那 
么 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 。 

容易 看 到 ,只 要 将 德 萨 格 定理 中 的 顶点 与 边 互 换 , 共 点 与 共 线 互 换 , 则 得 到 它 的 逆 定 理 ， 
反之 亦 然 。 


_3.- 德 萨 格 定理 与 平 | 


定义 3.2 如果 两 个 三 点 形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 且 对 应 边 的 交点 共 线 ,那么 这 两 个 
三 点 形 构成 透视 关系 。 对 应 顶点 连 线 的 交点 叫做 透视 中 心 ,对 应 边 交 点 所 在 的 直线 叫做 透 
视 轴 。 

德 萨 格 定 理 判定 车 两 个 三 点 形 有 透视 中 心 , 则 必 有 透视 轴 。 其 逆 定 理 恰 相 反 , 它 判定 车 
两 个 三 点 形 有 透视 轴 , 则 必 有 透视 中 心 。 

注 在 德 萨 格 定理 的 证 明 中 , 当 两 个 三 点 形 共 面 时 ,我 们 利用 了 空间 作 图 。 若 不 利用 空 
间作 图 , 仅 限于 一 个 平面 上 ,这 个 定理 不 能 证 明 。 因 此 ,平面 射影 几何 中 该 定理 应 选 做 公理 ， 
称 之 为 德 萨 格 公理 。 

例 1 如 图 5-15 所 示 , 过 三 角形 ABC 的 三 个 顶点 , 任 作 三 条 直线 AD,BE,CF, 它 们 分 
别 与 对 边 交 于 点 D,E,F, 且 AD,BE,CF 共 点 。 求 证 : 车 EF 由 BC=X,FDNCA=Y， 
DENAB=2Z, 则 点 X,Y,2 共 线 。 

证 明 在 三 点 形 ABC 和 DEF 中 ,因为 对 应 顶点 的 连 线 AD, BE,CF 共 点 。 由 德 萨 格 
定理 知 , 其 对 应 边 的 交点 共 线 , 即 点 X,Y,Z 共 线 。 

例 2 证 明 : 平面 上 任意 四 边 形 各 对 应 边 中 点 连 线 与 两 条 对 角 线 中 点 的 连 线 相 交 于 一 点 。 

证 明 如 图 5-16 所 示 , 四 边 形 ABCD 中 ,点 EE,F,G, HH 分别 为 边 AB,BC,CD,DA 的 
中 点 ,点 P,Q 分 别 为 对 角 线 BD 和 AC 的 中 点 。 则 有 EH/ BD,FG// BD, 从 而 EH// FG， 
所 以 EH 与 FG 相交 于 无 穷 远 点 ,不 妨 设 EHNFG 二 Ls。 同 理 可 证 ,EP// GQ, PH//FQ， 
所 以 EP 与 GQ,PH 与 FQ 相交 于 无 穷 远 点 ,不 妨 设 EP 站 GQ 一 M.,PHNFQ=N。。 


图 5-15 图 5-16 


在 三 点 形 EPH 和 GQF 中 ,它们 的 对 应 边 交 点 上- ,M- ,N-- 共 线 于 平面 上 的 无 穷 远 直 
线 上 。 由 德 萨 格 定理 的 逆 定 理 可 知 , 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 , 即 EG,FH,PQ 三 线 共 点 。 故 
命题 成 立 。 


3.2 平面 上 的 对 偶 原 理 


射影 平面 与 欧 氏 平面 的 结构 是 不 同 的 ,例如 在 欧 氏 平面 上 两 条 直线 不 一 定 相交 ,而 在 射 
影 平 面 上 ,两 条 直线 必 交 于 一 点 。 因 此 射影 平面 具有 一 些 特殊 的 属性 ,对 偶 原 理 就 是 射影 平 


面 的 一 个 重要 特性 。 在 射影 平面 上 ,关于 点 与 直线 的 结合 性 :“ 一 点 在 一 条 直线 上 ”与 "一 条 
直线 通过 一 点 ”, 后 一 句 可 以 看 成 是 把 前 一 句 中 的 * 点 " 改 为 "直线 "直线 " 改 为 "点 "we。 
在 …… 上” 改 成 “…… 通 过 ……” 所 得 到 的 ,我 们 把 它们 两 者 叫做 互 对 侦 的 。 下 面 介绍 射影 平 
面 上 的 对 偶 原则 ; 

对 于 对 偶 原 则 ,我 们 将 此 概括 成 以 下 几 点 。 

(1) 对 偶 元 素 :“ 点 ”与 "直线 "叫做 射影 平面 上 的 对 偶 元 素 。 

(2) 对 偶 关系 :“…… 在 …… 上 "与"…… 通 过 ……" 是 对 侦 关系 ;“ 连 接 "与 “相交 "是 对 
侦 关系 。 

(3) 对 侦 命题 : 在 一 个 命题 中 ,将 对 侦 元 素 互 换 ,对 侦 关系 也 同时 互 换 而 得 到 的 新 命题 
叫做 原 命题 的 对 偶 命 题 。 若 一 命题 与 它 的 对 偶 命 题 本 质 上 相同 , 则 把 它 叫做 自 对 偶 命 题 。 

(4) 对 偶 图 形 : 将 一 图 形 中 的 元 素 换 成 它 的 对 偶 元 素 , 关 系 换 成 对 偶 关 系 ,而 作出 的 新 
图 形 叫做 原 图 形 的 对 偶 图 形 。 若 一 图 形 与 它 的 对 偶 图 形 相同 , 则 把 它 叫做 自 对 偶 图 形 。 

(5) 对 偶 原 理 : 在 射影 几何 里 ,如 果 一 个 命题 成 立 , 那 么 它 的 对 偶 命题 一 定 成 立 。 

由 对 偶 原 理 知 , 互 为 对 偶 的 两 个 射影 命题 ,只 要 一 个 正确 , 另 一 个 也 是 正确 的 ,所 以 只 要 
证 明 其 中 一 个 就 行 了 。 往 往 一 个 命题 难以 理解 时 , 它 的 对 偶 命题 却 容易 为 直觉 所 接受 。 因 
而 ,两 个 对 偶 的 射影 命题 ,只 需 证 明 其 中 容易 证 明 的 一 个 ,这 样 可 以 达到 事半功倍 的 效果 。 

在 欧 几 里 得 几何 里 ,平面 上 任何 两 个 不 同 点 可 以 确定 一 条 直线 ”而 对 偶 命 题 "平面 上 
任何 两 条 不 同 直线 交 于 一 点 " 则 不 成 立 。 因 为 两 条 平行 直线 没有 交点 ,所 以 对 偶 原 理 在 欧 几 
里 得 几何 里 不 成 立 。 可 是 也 有 一 些 欧 几 里 得 定理 常常 是 正确 的 。 当 然 ,这 时 必须 独立 证 明 。 
所 以 在 欧 几 里 得 几何 里 ,对 偶 原则 可 以 作为 探求 定理 的 工具 。 

例 3 请 写 出 命题 “车 两 个 完全 四 点 形 的 五 对 对 应 边 的 交点 在 同一 条 直线 上 , 则 其 第 六 
对 对 应 边 的 交点 也 在 此 直线 上 , 且 四 对 对 应 顶点 的 连 线 必 共 点 "的 对 侦 命 题 。 

解 、 其 对 偶 命题 是 “车 两 个 完全 四 线形 的 五 对 对 应 顶点 的 连 线 通 过 同一 点 , 则 其 第 六 对 
对 应 顶点 的 连 线 也 通过 此 点 , 且 四 对 对 应 边 的 交点 必 共 线 ”。 

例 4 作出 图 5-17 中 各 图 形 的 对 偶 图 形 。 


B sy 


(a) (b) () 


解 ”其 对 偶 图 形 分 别 如 图 5-18 所 示 。 


b 
(a 


(©) 
图 5- 


4 ， 交 比 与 调和 共 罗 


4.1 点 列 中 四 点 的 交 比 


我 们 前 面 已 经 学 过 共 线 三 点 的 单 比 ,下 面 我 们 利用 单 比 定义 共 线 四 点 的 交 比 。 
定义 4.1 共 线 四 点 A,B,C,D 的 交 比 定义 为 两 个 单 比 (ABC) 与 (ABD) 的 比 , 记 为 
i ADE 
BED 一 < 
其 中 A,B 两 点 叫做 基点 ,C,D 两 点 叫做 分 点 。 


根据 交 比 的 定义 有 
AC 
(ABC) _ BC _AC BD 
CC = (Cappy AD ~ BE aD 


BD 
由 交 比 定义 知 ,(AB,CD) 是 一 个 数 ,如 果 分 点 C,D 不 分 离 基点 A,B, 记 为 AB 一 CD, 则 
交 比 (4AB,CD)>0, 如 图 5-19 所 示 ; 如 果 分 点 C,D 分 离 基点 A,B, 记 为 AB :CD, 则 交 比 
(AB,CD) 一 0, 如 图 5-20 所 示 。 


A B & D FE B D 
A D B A D B © 
图 5-19 


图 5-20 
特别 地 , 当 点 C 与 点 D 重合 时 ,(AB.CD) 二 1; 当 点 A 与 点 C 重合 时 ,(AB.CD)==0。 


由 此 可 知 ,不 相同 的 共 线 四 点 的 交 比 与 点 的 排列 顺序 有 密切 的 关系 。 现 在 来 讨论 改变 
点 的 顺序 时 ,所 得 交 比 之 间 的 关系 . 即 交 比 的 一 些 性 质 。 
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定理 4.1 两 基点 与 分 点 保 序 交 换 , 交 比 的 值 不 变 , 即 (AB,CD)==(CD.AB)。 
AC 
(ABC)_ BC _AC.BD_CA.DB 


i AD BC AD CB DA 
BD 
CA 
CA _ DB_ DA _ (cpDpa) 
DA GB GB (ODBY “COBYs 
DB 
定理 4.2 只 有 两 个 基点 交换 或 只 有 两 个 分 点 交换 后 所 得 的 交 比 值 与 原来 的 交 比 值 互 
为 倒数 , 即 
一 1 下 
(BA,CD) = TBLCD = (4B,DC)。 
(BAC) _BC .AD 1 1 
证 朋 《ve 一 《BADJ 一 AGED 一 CD 一 GD 
BC. AD 
(AB.DC) =(ABD)_AD. BC 1 1 


(ABC) BD.AC AC.BD (4AB,CD)” 
BC .AD 
推论 〈AB,CD)=(BA,DC)。 
定理 4.3 交换 中 间 两 个 字母 顺序 或 交换 两 端的 两 个 字母 顺序 所 得 的 交 比 值 与 原 交 比 
值 的 和 为 1, 即 
(CAC,BD) 十 (4AB,CD)=1 或 (DB,CA) 十 (AB,CD) = 1。 


AB.CD AC.BD 
CB .AD BC.AD 
AB. DC, (AD+DOC). BD 


BC。AD BC。AD 
AB. DC+ (AD+ DC) . BD 


证 明 (AC.,BD) 十 (AB.CD)= 


BC .AD 
_AD: BD+(AB+BD) . DC 
5C .AD 
_AD.BD+AD。DC 
BC AD 
BD+DC_BC_) 
BC BC “ 


同 理 可 证 
(DB ,CA) 十 (4AB,CD) =1。 
共 线 四 点 A,B,C,D 可 能 有 4! 二 24 种 不 同 的 排列 。 由 本 节 的 定理 4. 1 定理 4 2 和 定理 
4.3 可 得 24 个 交 比 值 只 有 6 个 不 同 的 取 值 。 


(1) (AB,CD)=(BA.DC)=(CD.AB)= (DC.BA)=m:; 


(2) (AB,DC)=(BA,CD)= (CD.BA)= (DC.AB) 


(3) (AC,BD)=(BD,AC)=(CA,DB)=(DB,CA)=1—m; 


(4) (AC,DB)=(BD,CA)=(CA.BD)= (DB,AC) 


(5) (AD,BC)=(BC,AD)=(CB,DA)=(DA,CB)=®—}, 


772 

一 

由 交 比 定义 及 性 质 可 知 ,如 果 已 知 4 个 不 同 的 共 线 点 中 的 3 个 点 及 其 交 比 值 ,那么 第 4 
个 点 被 它们 所 唯一 确定 。 

我 们 知道 , 共 线 三 点 的 单 比 可 以 用 三 点 的 坐标 表示 ,所 以 由 交 比 的 定义 ,可 知 共 线 四 点 
的 交 比 也 可 以 用 它们 的 坐标 来 表示 。 

定理 4.4 一 条 直线 上 的 无 穷 远 点 分 其 上 任何 两 点 的 单 比 等 于 1。 

证 明 设 A,B,P 为 直线 上 三 点 ,其 非 齐 次 仿 射 坐标 为 (zi,yi),Czs,yz), (zyy), 且 单 
比 (ABP) 王 人 , 则 


(6) (AD,CB)=(BC,DA)=(CB,.AD)= (DA.BC) 


z= 
Te 

. (4-1) 
MAy: 
了 1 一 人 。 


从 而 点 已 的 齐 次 仿 射 坐标 可 表示 为 (zi 一 hzz,yi 一 My ,1 一 1)。 若 点 已 为 该 直线 上 的 无 穷 
远 点 , 则 点 已 的 齐 次 仿 射 坐标 应 为 (zi 一 zy 一 ‰,0)。 因 此 , 必 有 1 一 1 王 0, 即 1 一 1 。 

由 本 节 定 理 4.4 和 交 比 的 定义 , 易 知 (AB,CD..)==(ABC)。 

定理 4.5 已 知 点 A(a1,az,a3),B(b1,02,03) 是 两 个 不 同 的 普通 点 ,点 P(a 十 lb,as 十 


bs 
as” 


tbz svas 十 tbs) 为 直线 AB 上 的 一 点 , 且 (ABP)==4. 则 X= 一 


证 明 车 点 为 无 穷 远 点 , 则 as 十 bs 一 0, 即 有 一 /各 一 1, 而 由 本 章 定理 4.4 知 ,X 一 
(ABP)==1, 所 以 有 


A a 
Q3 
若 点 忆 为 普通 点 , 则 点 A,B,P 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 
沁 al Ee bi a 二 bl 
Mi . 本 as 十 二 ;3” 
aa . 六 az 十 世 > 
A i 2 本 ” > as 二 tb” 
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因为 (ABP)==4, 由 式 (4-1), 得 


aa b1 
atihb as bs 
aa 二 DO 1 一 
Q2 2 
az 十 芭 : as bs 
as+wbs 1—A ’ 


化 简 , 整 理 得 
[me 一 aps)(asA 十 ba0) = 0， 


(asbz — azb3)(asAt bat) = 0， 


而 asb1 一 aaps 与 a3bs 一 Qazbs 不 能 同时 为 零 ,否则 A,B 两 点 将 重合 而 与 已 知 了 矛盾 。 因 此 ,有 
aaA 十 bat 二 0, 即 


推论 1 如 果 共 线 4 点 A(a),B(5).Cla 十 5),D(a 十 120) ,那么 


(AB,CD) = 全 ， 


2 


其 中 ts(n 一 tz) 才 0。 
推论 2 ”如 果 共 线 4 点 A(Ca 十 ab) ,BCa 十 0) ,CCa 十 60) ,D(a 十 440) ,那么 


(hit)(ts— i) 


= (12 —13) (0 CO— 0) 


其 中 司 ,tz ,ts,ts 互 不 相等 。 
例 1 已 知 共 线 4 点 A(2,1; 一 1),BC1, 一 1,1)y,C(1,0,0),D(1,5, 一 5), 求 (AB,CD) 


的 值 。 
解 设 C=A 二 nnB,D=A 二 tsB, 则 有 
2+hi=m, 2++ts =n, 
| | 其 中 思 ,22 夭 0。 
tn 0; l+i Sns 
解 得 
ti=1, i 一 子 ， 
所 以 
(4B,CD) 一 全 一人。 


例 2 已 知 共 线 3 点 A(1,1,1),B(1, 一 1,1),D(1,0,1), 且 (AB,CD) 一 2, 求 点 C 的 
坐标 。 


解 设 C=A+aB,D=A+zz 了 B, 代 入 坐标 可 得 


ta 一 1， 


由 (4AB,CD) 一 全 一 2, 解 得 


ti = 2。 

所 以 C==A 十 2B, 从 而 点 C 的 坐标 是 (3, 一 1,3)。 

由 交 比 的 定义 以 及 性 质 , 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 4.6 共 线 4 点 交 比 值 取 1,0,c=c 的 充 要 条 件 是 4 点 有 两 点 重合 。 

在 共 线 4 点 的 交 比 中 ,除了 1,0,=c 以 外 , 交 比 值 为 一 1 的 情况 尤为 重要 。 

定义 4.2 车 (AB,CD)== 一 1, 则 把 点 C,D 叫做 调和 分 离 点 A ,B, 或 把 点 A,B 与 点 C， 
D 叫做 调和 共 斩 , 交 比值 一 1 叫做 调和 比 。 

显然 ,调和 分 离 的 关系 对 于 两 对 点 是 相互 的 ,因为 当 (AB,CD) 王 一 1 时 , 必 有 (CD,AB) 王 
(DC,BA)=—1, 

由 前 面 交 比 的 性 质 知道 , 当 共 线 4 点 交 比 值 为 一 1 时 ,此 4 点 构成 的 其 他 可 能 的 交 比 值 


为 2 和 二， 反之 , 当 共 线 4 点 交 比值 为 2 或 走时 ,只 要 适当 改变 4 点 的 排列 ,总 可 使 其 交 比 


值 成 为 一 1。 所 以 我 们 可 得 下 面 的 定理 。 

定理 4.7 共 线 的 不 同 4 点 所 组 成 的 6 组 交 比 中 ,有 相同 值 的 充 要 条 件 是 此 4 点 能 配 
成 调和 共 斩 。 

例 3 已 知 共 线 4 点 A,B,C,D 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (3,1),(7,5),(6,4),(9,7)， 
求证 它们 能 构成 调和 共 斩 。 

证 明 因为 4 点 A,B,C.D 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (3,1),(7,5),(6,4),(9,7) ,计算 
单 比 得 

6 一 3 


(ABC) = 和 = 一 3， (ABD)= 97=3, 
所 以 
_ (CABC) -3 
(AB,CD) = MB 一 本 1 
故 它们 能 构成 调和 共 斩 。 


为 了 直观 地 说 明 调和 共 生 的 几何 意义 ,我 们 转 到 扩大 仿 射 平面 上 ,研究 下 面 的 例子 。 

例 4 在 扩大 仿 射 平面 上 , 若 共 线 4 点 A,B,C:D 中 ,点 A,B 与 点 C,D 成 调和 共 轿 , 则 
点 CD 被 点 A.B 分 离开 , 且 第 4 调和 点 D 是 无 穷 远 点 的 充 要 条 件 为 点 C 是 线段 AB 的 
Pie 


征明 由 ([B6B5)= 攻 AC*BD AD ,ACLAD 


AC 电 . Mix 
CABD) 一 BCG AD 方 一 一 1, 有 BCG 一 一 3 万, 故 BC 与 B 记 反 号 , 即 当 
点 C 是 线段 AB 的 内 分 点 时 ,点 D 一 定 是 外 分 点 ,如 图 5-21 所 示 ; 反之 , 当 点 C 是 外 分 点 


NE 


> 有 时 ,点 也 一 定 是 内 分 点 。 我 们 把 这 种 情况 叫做 点 C,D 调和 分 
离 点 A.B, 或 点 A,B 调和 分 离 点 C,D。 


图 5-21 
AC_ AD_ 
特别 地 ,车 点 C 是 线段 AB 中 点 , 则 FE 一 1, 从 而 B55 二 1， 
因此 点 D 只 能 是 无 穷 远 点 ; 反之 ,车 (AB,CD-)== 一 1, 则 (ABC)== 一 1, 从 而 点 C 是 线段 


AB 中 点 。 
4.2 线束 中 4 条 直线 的 交 比 


首先 定义 共 点 3 条 直线 的 单 比 。 

定义 4.3 设 直 线 a,b,c 是 某 一 线束 S 中 的 3 条 直线 , 则 3 条 直线 a,5,c 的 单 比 (abc) 
定义 为 

(ap = 人 So, 
其 中 直线 a,b5 叫做 基线 ,直线 c 叫做 分 线 。 

如 图 5-22 所 示 , 不 难看 出 ,如 果 直 线 c 不 在 和 (a.5) 中 , 则 
(abc) 二 0; 如 果 直 线 c 在 人 (a.5) 中 , 则 (abc) 二 0; 特别 地 , 当 直 
线 c 为 和 (a,b) 的 平分 线 时 , 单 比 (abc) 二 一 1。 

与 点 列 类 似 ,利用 3 条 直线 的 单 比 可 以 定义 共 点 4 条 直线 
的 交 比 。 

定义 4.4 若 直线 a,b,c,d 是 某 一 线 东 S 中 的 4 条 直 
线 , 则 


(abc) sin/ (asc)sin (bd) 
(abd) sinZ (b,c)sin (a,d) 


叫做 4 条 直线 a.,5,c.d 的 交 比 ,其 中 直线 a,b 叫做 基线 ,直线 c,d 叫做 分 线 。 

与 点 列 交 比 相同 ,如 果 cd 一 ap, 则 (ab,cd) 二 0; 如果 cd =ab, 则 (ab,cd) 二 0。 

定理 4.8 ”如果 线束 S 中 的 4 条 直线 a,5b,c,d 被 任意 一 条 直线 截 于 A,B,C,D 这 4 
点 ,那么 (ab,cd) 一 (AB,CD) 。 

证 明 如 图 5-23 所 示 , 过 点 S 作 S 刀 1s 于 点 瑟 , 设 /一 |S 万 | , 则 


(ap cd) 


Sams 一 去 | SA 11 SB | sinZ(asb) 一 去 | AB eh 


所 以 


| SA || SB | sin/ (a,b) 


a h 


@@ 一 (a'c),~(b,c) 是 指 有 向 角 ,规定 边 的 顺序 与 逆 时 针 方 向 一 致 时 角 为 正 值 ,反之 为 负 值 。 


由 上 面 这 种 关系 可 得 
AC.BD_ |SA ||SC | sinf (a,cd) | SB 11SD1sin 二 (qd) 


CABYED)= BG AD™ TB |] SC | sinZ (60 «| SA || SD'| siniCarad) 
Sin 一 (ac)。sin 一 (0,d) _ 
dD 
结论 得 证 。 


与 点 列 交 比 相似 ,可 以 得 到 线束 交 比 的 性 质 , 共 点 4 条 直线 的 交 比 也 有 24 种 不 同 的 排 
列 , 分 为 6 类 ,每 一 类 中 4 个 交 比 值 相等 。 
关于 共 点 4 条 直线 交 比 的 坐标 表示 与 共 线 4 点 类 似 ,以 下 给 出 相关 结论 而 略 去 证 明 。 
定理 4.9 ”如果 a,b,a 十 i16,a 十 tzb 分 别 是 4 条 不 同 的 共 点 普通 直线 0 ,0 ,243 ,2 的 齐 次 
仿 射 坐标 ,那么 
(ls, lls) = 全 


其 中 tz (ni 一 ts) 关 0。 

推论 如 果 a 十 65.a 十 tzb,a 十 ta36,a 十 wb 分别 是 4 条 不 同 的 共 点 普通 直线 41,4s, 4,l 
的 齐 次 仿 射 坐标 ,那么 

撤 坟 7 庆 让 全 二 和 二 的， 

其 中 心 居 ,彼此 互 不 相等 。 

由 上 面 论述 ,我 们 容易 得 出 下 面 的 结论 。 

定理 4.10 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 , 即 交 比 是 射影 性 质 。 

例 5 已 知 共 点 4 条 直线 a,b,c,d 的 方程 分 别 为 2z 一 y 十 1 一 0,3z 十 y 一 2 一 0,7z 一 y 
0,5z 一 1 一 0, 求 (ab,cd) 的 值 。 

人 


解法 1 4 条 直线 a.,6,cwd 与 x 轴 (y 一 0) 的 交点 坐标 分 别 为 A( 一 去 0) .8B (三 ,0)， 


CC0,0),D( 寺 ,0), 所 以 


1 
(ab ,cd) = (AB,CD) 3 


解法 2 设 c=a 十 nb,d 二 a 十 tz26,; 则 有 
上 一 Vhs ire 


1 十 击 m, 1 十 tz = 二 0， 其 中 m,n 关 0。 
1—24 = 0; 1 一 2tz =—n, 
解 得 
= 去 ， t= 1s 
所 以 
去 业 二 二 
(ab ,cd) 写 po 


定义 4.5 ”如 果 共 点 4 条 直线 a,b,c,d 满足 (ab,cd) 王 一 1, 则 把 基线 ab 与 分 线 c,d 叫 
做 调和 分 离 ( 或 调和 共 轿 ) , 交 比 值 一 1 叫做 调和 比 。 
定义 4.6 由 4 个 点 (其 中 无 3 点 共 线 ) 以 及 连接 其 中 任意 两 点 的 6 条 直线 所 组 成 的 图 
形 叫做 完全 四 点 形 , 这 4 个 点 叫做 顶点 ,6 条 直线 叫做 边 ,没有 公共 顶点 的 两 边 叫 做 对 边 , 共 
有 三 对 对 边 ,三 对 对 边 的 交点 叫做 对 边 点 ,它们 构成 一 个 三 点 形 , 叫 做 对 边 三 点 形 ,如 图 5-24 
所 示 。 
在 完全 四 点 形 中 共 线 4 点 或 共 点 4 线 都 有 着 很 好 的 调和 性 质 。 
例 6 设 s 和 s' 是 完全 四 点 形 ABCD 的 一 对 对 边 ,它们 的 交点 是 点 X, 若 点 X 与 其 他 两 
对 边 点 的 连 线 是 六 ,求证 (ss ,0) 一 一 1。 
证 明 如 图 5-25 所 示 , 由 本 节 定 理 4. 10 可 得 (AB,.PZ)=(DC,QZ)。 同 理 可 得 
(DC ,QZ) = (BA ,PZ), 
所 以 
(AB ,PZ) = (BA ,PZ), 


图 5-24 


(BA.PZ) = tAB Lp: 
所 以 
(CAB,PZ)2 =1, 
但 
(CAB ,PZ) 天 1， 
因此 


(AB ,PZ) = 一 1， 
由 本 节 定 理 4.8 可 知 
(ss',11') 一 一 1。 

由 此 例 不 难得 出 : 在 完全 四 点 形 的 每 条 边 上 都 有 一 组 调和 共 轿 点 ,其 中 两 个 点 是 顶点 ， 
另外 两 个 点 一 个 是 对 边 点 , 另 一 个 点 是 这 个 边 与 对 边 三 点 形 的 边 的 交点 ; 在 完全 四 点 形 的 
对 边 三 点 形 的 每 一 条 边 上 也 有 一 组 调和 共 轿 点 ,其 中 两 点 是 对 边 点 ,另外 两 个 点 是 这 条 边 与 
通过 第 三 对 边 点 的 一 对 对 边 的 交点 。 


练 习 5 

1. 下 列 图 形 经 过 中 心 射影 后 的 对 应 图 形 是 什么 ? 

(1) 等 腰 三 角形 ; (2) 直角 三 角形 ; (3) 梯形 ; 

(4) 四 边 形 ; (5) 两 平行 直线 ; (6) 两 垂直 直线 。 

2. 下 列 哪些 图 形 具 有 射影 性 质 ? 

(1) 平行 直线 ; (2) 三 点 共 线 ; (3) 三 直线 共 点 ; 

(4) 两 点 间 的 距离 ; (5) 两 直线 的 夹 角 ; (6) 两 相等 线段 。 

3， 当 平面 + 上 有 一 定 直 线 a ,以 点 O 为 射 心 ,投射 到 平面 + 上 得 到 直线 a 。 求 证 当 点 O 
变动 时 ,a' 通 过 一 定点 。 

4. 求证 : 射影 平面 上 的 ?7 条 直线 (其 中 任何 三 条 直线 不 共 点 ) 将 平面 分 成 去 (一 十 2) 
部 分 。 

5. 试 求 下 列 各 点 的 齐 次 仿 射 坐标 , 先 写 出 所 有 组 ,再 任 选 一 组 。 

(CD 《0.0) ,01,0) .00,D), (2,—3): (2) 直线 3z 十 y 一 0 上 添加 的 无 穷 远 点 。 


6. 下 列 各 点 的 非 齐 次 仿 射 坐标 若 存在 ,请 把 它 写 出 来 。 
MD 
7. 当 正 负 号 任意 选取 时 , 问 齐 次 仿 射 坐标 ( 士 1, 士 1, 士 1) 表 示 几 个 相 异 点 ? 


面 到 射影 平面 


8. 求 下 列 直线 上 的 无 穷 远 点 : 

(1) zi 十 zz 一 4zs 一 0; (2) 2 十 2zz 一 0 
(3) zz 一 3zas 一 0; 《4)》 2 十 5zs 一 0。 
9. 求 下 列 两 直线 交点 的 坐标 与 方程 ; 


(1) zi 十 2zz 一 4zs 一 0,2zl 一 zz 十 zs 一 0; (2) 4zi 一 5zs 十 zs 一 0,zi 一 2zz 一 0。 

10. 求 通过 下 列 两 点 的 直线 方程 与 坐标 : 

(1) (3,2,1),(1,2,3); (2) (4,1,2),( 一 2,2,1)。 

11. 求 两 条 直线 wm 十 azzz 十 aszs 一 0, 加 zi 十 bzz 十 zs 一 0 的 交点 与 直线 cizli 十 czzz 十 


czs 一 0 上 的 无 穷 远 点 连 线 的 方程 。 


12. 判断 下 列 各 组 点 是 否 共 线 : 

(1) (1,2,3),(0,2,1),(2,1,0); (一 
(3) (一 2,3, 一 2),(1, 一 1,3)( 一 4,7,0) 。 

13. 将 下 列 方程 化 成 齐 次 仿 射 坐标 方程 , 若 有 无 穷 远 点 满足 方程 , 求 出 其 上 的 无 穷 


(1) 瑟 十 点 = (2) 所 一 攻 一 1 
(3) y=2px; (4) zy=a。 

14. 下 列 方程 车 存在 非 齐 次 仿 射 坐标 方程 ,请 写 出 来 : 

(1) x1=0; (2) zs 一 05 


(3) (zi 一 zs)2 十 友 一 zZ8。 


15. 求 下 列 各 线 坐标 所 表示 的 直线 方程 ; 


1) Lols1)]s C2 Lys — ll 

(3) [15051]; ta) Lls—1D)s 

16. 下 列 方程 各 表示 什么 图 形 ? 

(1) us=0; (2) wi—uzstus=0; 

(3) 3tt 5us=0; (4) uf—3uius—10u?=0,。 


17. 试 求 以 2zi 十 zz 十 zs 一 0,3zi 一 4zz 十 2zs 一 0,4zi 十 zz 一 3zs 一 0 为 边 的 三 角形 顶点 


的 齐 次 仿 射 坐标 与 非 齐 次 仿 射 坐标 。 


18. 求 作 图 5-26 中 各 图 形 的 对 偶 图 形 。 

19. 写 出 下 列 命题 的 对 偶 命 题 : 

(1) 两 点 决定 一 条 直线 ; 

(2) 射影 平面 上 至 少 存在 4 条 直线 ,其 中 任何 3 条 不 共 点 ; 

(3) 平面 上 无 3 点 共 线 的 4 点 及 其 两 两 的 连 线 所 组 成 的 图 形 是 四 点 形 ; 

(4) 设 一 个 变动 的 三 点 形 , 它 的 两 边 各 通过 一 个 定点 且 3 顶点 在 共 点 的 3 条 直线 上 , 则 


第 三 边 也 通过 一 个 定点 。 


(c) (d) 


图 5-26 


20. 设 平行 四 边 形 EFGH 的 顶点 在 另 一 个 平行 四 边 形 ABCD 的 各 边 上 。 证 明 : 这 两 
个 四 边 形 的 4 条 对 角 线 交 于 一 点 。 

21. 四 边 形 ABCD 的 边 AB, BC,CD,DA 上 各 取 一 点 ,依次 是 点 E,F,G, 日 。 如 果 
BD,EH ,FG 相交 于 一 点 M。 证明: AC,EF,HG 也 交 于 一 点 。 

22. 设 A,B,C.D 是 同一 平面 上 的 4 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ,BC 与 AD 交 于 点 X,CA 与 
BD 交 于 点 Y,AB 与 CD 交 于 点 Z,BC,BD,CD 与 YZ,ZX,XY 交 于 点 L ,M,N。 求证 ; 三 
点 L,M,N 共 线 。 

23. 已 知 共 线 4 点 A(1,2,3),B(5, 一 1,2),C(11,0,7),D(6,1,5)。 求 (AB,CD) 的 值 。 

24. 设 A,B,C,D,E 是 共 线 5 点 。 求 证 : (AB,CD)(AB,EC)(AB,DE)=1。 

25. 设 Pi(i 二 1,2,…,6) 是 6 个 不 同 的 共 线 点 。 求 证 : 

(1) (PiP;, ,PsP,) (PiP,,PsPs)=(P1P,, PsP6) (PiP;, PsP,); 

(2) 如 果 (PiPs,PyP,)=(PsPs,P4Pi) ,那么 (PiPssPsP1)= 一 1。 

26. 设 直 线 上 顺 次 有 4 点 A.B,C.D, 且 相 邻 两 点 间距 离 相 等 , 求 这 四 点 形成 的 各 交 比 
的 值 。 

27. 设 点 PP, 分 别 是 xz 轴 与 y 轴 上 的 无 穷 远 点 ,点 Ps 是 斜率 为 1 的 直线 上 的 无 穷 
远 点 , 且 (PP:,P;P4) 一 &A, 求 点 Ps 的 坐标 。 

28. 已 知 A,B,P,Q,R 是 共 线 的 不 同 5 点 , 且 (PA.QB)= 二 (QR,AB)== 一 1。 求 证 : 

(PR.AB) =—2. 

29. 证 明 :(A1iB1,CD) 二 (AsB,,CD) 的 充 要 条 件 是 (A1A,,CD)==(B1B, ,CD)。 

30. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 .过 点 A 的 直线 AE 与 对 角 线 BD 平行 。 证明 : A(BD， 
CE)=—1。 


面 到 射影 平面 


31. 已 知 线束 中 3 条 直线 a.5,c, 求 作 直 线 d, 使 得 (ab,cd)= 二 一 1。 
32. 已 知 4 条 直线 1;: y= 二 kir 十 bi:(i 二 1,2,3,4) 共 点 ,求证 : 
_ (ki— ks)(kz — ks) 


hls,l3ls) = 8 
人 


33. 已 知 4 条 直线 1,ls ,ls,ls 的 方程 分 别 为 hi: 2x 一 y 十 1==0,lz: 3x 十 y 一 2 二 0,1ls: 
77x 一 y 二 0,4: 5z 一 1 一 0, 求 证 这 4 条 直线 共 点 ,并 求 (L172,l344) 的 值 。 
34. 已 知 直线 44,42 ,13 的 方程 分 别 为 4: 2x 一 y 十 1=0,ls: 3z 十 y 一 2 二 0,13: 5z 一 1 


0, 且 (2,444) 一 一 子 。 求 直线 44 的 方程 。 


射影 坐标 系 与 射影 变换 


在 本 章 中 将 主要 介绍 两 个 方面 的 内 容 : 一 个 是 射影 坐标 系 ,一 个 是 射影 变换 。 以 前 所 
学 过 的 笛 卡 儿 坐 标 系 是 建立 在 正 交 不 变量 一 一 距离 观念 基础 之 上 的 ; 仿 射 坐标 系 是 建立 在 
仿 射 不 变量 一 一 单 比 的 基础 之 上 的 。 但 是 距离 和 单 比 都 不 是 射影 不 变量 ,所 以 ,我 们 有 必要 
建立 一 种 在 射影 不 变量 一 一 交 比 的 基础 之 上 的 坐标 系 。 在 建立 了 射影 坐标 系 以 后 ,进一步 
曾 明 射影 坐标 和 前 两 种 坐标 之 间 的 关系 。 


1 射影 坐标 系 


1.1 直线 上 的 射影 坐标 系 


定义 1.1 在 射影 直线 上 如 果 取 定 3 个 不 同 点 Ai ,Au, 尼 ,那么 建立 了 该 直线 上 的 一 个 
射影 坐标 系 , 记 为 LA ,Au 天] ,如 图 6-1 所 示 。 设 点 已 为 这 条 Pp 
直线 上 任意 一 点 , 则 点 P 卫 和 三 点 Al,Ao,E 确定 一 个 交 比 Ao E 41 
A= (AiAs,EP). 图 6-1 

反 过 来 ,对 于 任意 一 个 实数 4, 也 存在 唯一 的 一 点 已 ,使 得 交 比 
(Ai1Ao ,EP) 二 4。 我 们 把 交 比 4 二 (A1Ao .EP) 叫 做 点 了 在 射影 坐标 系 [Ai,A。.,E] 下 的 一 维 
射影 坐标 ,其 中 点 Au 叫做 原点 ,点 上 叫做 单位 点 .点 Ao.E.Ai 统称 为 基点 。 

这 样 定义 的 射影 坐标 叫做 直线 上 点 的 一 维 非 齐 次 射影 坐标 。 由 直线 上 点 的 非 齐 次 射影 
坐标 的 定义 可 知 ， 


AE: AoAo_ 
AoE* AiAo 


点 Ao 的 非 齐 次 射影 坐标 是 Ma 一 (AiAo,EAo) 一 


(AiAoE)_ | ， 


点 EE 的 非 齐 次 射影 坐标 是 Xs 一 (A1Ao,EE) 一 CA AE) 一 ; 
点 A 没有 非 齐 次 射影 坐标 。 


为 了 规定 点 Ai 的 坐标 , 下面 引入 点 的 齐 次 射影 坐标 。 
定义 1.2 设 射影 直线 上 点 忆 的 非 齐 次 射影 坐标 是 , 则 由 适合 1 一 全 的 两 个 数 Zi 


组 成 的 序数 组 (zi ,zx2) (其 中 之 隆 0) 叫 做 点 了 的 一 维 齐 次 射影 坐标 。 对 于 任意 的 非 零 实数 
;坐标 (pxispxz) 与 (x1,xz) 表 示 同 一 点 ,(0,0) 不 表示 任何 点 。 

特别 地 , 当 zi 隆 0,xs 二 0 时 ,规定 为 这 条 直线 上 的 无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 射影 坐标 , 即 该 
直线 上 的 无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 射影 坐标 是 (x ,0) 。 

由 上 可 知 ,原点 Ao、 单 位 点 与 点 Ai 的 齐 次 射影 坐标 分 别 是 (0,1)、(1,1) 与 (1,0)。 

下 面 我 们 研究 直线 上 点 的 射影 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标 之 间 的 关系 。 

设 直线 上 四 点 Ai ,As ,BE,P 的 稍 卡 儿 坐 标 分 别 为 zi,zo'zez, 而 非 齐 次 射影 坐标 分 别 
为 Nove,A, 则 有 


本 AIE .AP 
X= (AiAo,EP) 一 人 天 Ap 


0 1 


《zz 一 ZTCz 一 2Zo) 
(ze 一 Zo)(z 一 Zi)” 


可 以 写成 
A= QI 十 alz 
Qa2l 工 十 az2 
au a 
其 中 an ,alz ,az ,az 都 是 常数 ,上 且 A 二 天 0。 
Q21 Ud22 
或 者 由 上 式 解 出 x, 写成 
Pr OA 十 Di 
Oo 十 0 
i bu bi 
其 中 bu ,pz ,bm ,bs 都 是 常数 , 且 A 二 0。 
ba bz2 


由 此 可 见 , 同 一 点 的 笛 卡 儿 坐标 xz 和 射影 坐标 之 间 , 有 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 双 一 次 
关系 。 进 而 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 。 

定理 1.1 一 条 直线 上 四 点 的 交 比 用 射影 坐标 表示 与 用 笛 卡 儿 坐标 表示 的 形式 是 完全 
相同 的 。 

证 明 设 Al,As,As,As 是 4 个 共 线 点 ,它们 的 笛 卡 儿 坐 标 分 别 为 z1 ,zs,x3,z4, 则 有 


0 


Cs — od Cm — ,ad 


车 点 Ai ,A: ,As .As 的 射影 坐标 分 别 为 hl ,hz ,hs 4, 则 有 


(auazz — a12an) (Xi— xi) 


Ma — Ns oe oa Can a i,j = 1,2,3,4, 
所 以 
(A 一 加 区 ja 一 和 (zl 一 Ta)(Czz Zs) 
(ls —B NN 一 站 (ze 一 地 JE 一 了) 
故 定理 得 证 。 
一 维 射影 坐标 的 特殊 情况 。 
(1) 仿 射 坐标 : 车 把 点 Ai 看 成 是 直线 上 的 无 穷 远 点 P= , 取 点 Ao 为 原点 0, 则 有 
A = (AiAo ,EP) = (PsAosEP) = (PE,AP。) = (PEA0) = A = 是 ， 


这 时 点 忆 的 射影 坐标 就 是 仿 射 坐标 , 即 原点 到 该 点 与 原点 到 单位 点 的 有 向 距离 之 比 。 故 仿 
射 坐标 是 射影 坐标 的 一 种 特例 。 

(2) 笛 卡 儿 坐 标 : 车 把 点 A; 看 成 是 直线 上 的 无 穷 远 点 P- , 取 点 Ao 为 原点 O, 且 设 
AoE 等 于 单位 长 度 , 则 由 上 述 4 二 OP 为 点 P 的 笛 卡 儿 坐 标 。 所 以 ,原来 的 笛 卡 儿 坐 标 是 射 
影 坐 标的 一 种 特例 。 


1.2 平面 上 的 射影 坐标 系 


在 射影 平面 上 ,一切 点 (普通 点 与 无 穷 远 点 ) 的 地 位 是 平等 的 ,一 切 直线 (普通 直线 与 无 
穷 远 直线 ) 的 地 位 也 是 平等 的 。 但 是 , 若 采 用 齐 次 仿 射 坐标 , 则 无 穷 远 点 仍 处 于 第 三 坐标 为 
零 的 特殊 地 位 ,无 穷 远 直线 仍 具有 特殊 的 方程 xs:=0。 为 了 在 坐标 上 不 歧视 无 穷 远 点 ,在 方 
程 上 不 歧视 无 穷 远 直线 ,我 们 在 射影 平面 上 引入 另 一 种 新 坐标 射影 坐标 。 

为 从 齐 次 仿 射 坐标 过 渡 到 一 般 的 射影 坐标 ,我 们 先 对 平面 上 的 仿 射 坐 标 作 新 的 理解 。 

如 图 6-2 所 示 , 设 仿 射 坐标 系 的 基 向 量 为 OBE; ,OFE: , 作 EsE// OE1,E1E// OEs, 点 玉 为 
单位 点 。 若 平面 上 任意 一 点 己 的 仿 射 坐标 是 (z,y) , 则 

OP = OP' + OP; = zxOFE, 十 yOF:， 


其 中 
_OP:_PO_ 
r= 0 -EO (PE, 
a (CP;E:0).。 


OB BD 
由 于 EE,PiP 都 平行 于 Oy 轴 . 所 以 它们 都 通过 Oy 轴 上 的 无 穷 远 点 Y.,。 同 理 ,E,E， 
PsP 都 平行 于 Ox 轴 , 所 以 它们 都 通过 Oz 轴 上 的 无 穷 远 点 X- ,如 图 6-3 所 示 。 因 此 有 
f = (PiEi,OX.), 


y= (P,E,,OY.). 


图 6-2 图 6-3 


把 以 上 仿 射 坐标 系 的 新 理解 加 以 推广 , 即 取消 无 穷 远 直线 的 特殊 性 ,在 一 维 射影 坐标 系 
的 基础 上 ,就 可 以 导出 射影 平面 上 射影 坐标 系 的 概念 。 

如 图 6-4 所 示 , 给 定 平面 上 1 个 三 点 形 OXY 与 不 在 OXY 三 边 上 的 一 个 定点 ,对 于 平 
面 上 任何 点 卫 , 设 直线 YE ,YP 分 别 交 OX 于 Ei,Pi ,直线 XE,XP 分 别 交 OY 于 EE;,P:。 

定义 1.3 三 点 形 OXY 和 点 EE 确定 一 个 二 维 射 影 坐 标 系 , 记 为 LO,X,Y; Ej], 其 中 
OXY 叫做 坐标 三 点 形 ,O,X,Y,E 这 4 个 点 都 叫做 基点 ,点 O 叫做 原点 ,点 巨 叫做 单位 点 。 

定义 1.4 如 果 记 xz= (Pi1Ei,OX),y 二 (PsE;,OY) ,那么 把 有 序 实数 组 (z,y) 叫 做 平面 
上 点 卫 的 二 维 非 齐 次 射影 坐标 。 

由 该 定义 可 知 ,直线 OX 上 点 的 非 齐 次 射影 坐标 是 (z,0); 直线 OY 上 点 的 非 齐 次 射影 
坐标 是 (0,y); 而 直线 XY 上 的 点 没有 非 齐 射影 次 坐标 。 

为 了 讨论 直线 XY 上 点 的 坐标 ,我 们 再 引入 如 下 的 平面 上 点 的 齐 次 射影 坐标 。 

如 图 6-5 所 示 ,在 给 定 平面 上 任 取 无 三 点 共 线 的 4 点 Ai,Az,As, 下 ,这样 的 4 点 构成 一 
个 射影 坐标 系 , 不 妨 记 为 LA ,As ,As ; Ej], 其 中 A1AsAs 是 坐标 三 点 形 ,点 下 是 单位 点 。 


定义 1.5 设 点 P 为 平面 上 任意 一 
向 距离 ) 分 别 为 ma ,es ,es3, 点 了 到 坐标 三 点 形 AiA。A; 三 边 的 距离 分 别 为 pi, psp 规定 


点 ,如 果 点 到 坐标 三 点 形 A1A。As 三 边 的 距离 (有 


Ph, ps, ps, 


el ez es 


KL-1) 


TI 3 ZX2 :Xs 


那么 把 有 序数 组 (zi ,zz zs) 叫做 点 也 的 二 维 齐 次 射影 坐标 。 

显然 ,对 于 任 一 非 零 实 数 po, 坐标 为 (orl ,orz ,pzs) 与 (zi'zz,zs) 的 点 表示 的 是 同一 点 ， 
并 且 (0,0,0) 不 表示 任何 点 ,因为 没有 一 点 同时 使 pi 二 pp 二 ps 二 0。 

由 于 式 (1-1) 可 得 


T_T 
A pz ps 
el e2 e3 
不 妨 设 比值 为 二 ,好 
Ee 
fl pb ps 2 
el ez e3 
由 上 式 变形 ,可 得 
hi pz: ps 
OZ1 i 2 OZ2 F CT3 


点 了 在 直线 A;A; 上 的 充 要 条 件 是 pi 二 0, 即 zi 二 0。 因 此 在 这 个 射影 坐标 系 下 ,坐标 三 
点 形 的 边 A:As 的 方程 是 z= 二 0; 类 似 地 ,有 AsAi 的 方程 是 x; 二 0,A1lAs 的 方程 是 x 二 0。 

注 在 前 面 的 仿 射 坐标 系 下 ,zs 一 0 表示 平面 上 的 无 穷 远 直 线 , 而 在 射影 坐标 系 下 ， 
xs 二 0 则 表示 坐标 三 点 形 的 第 三 边 。 

当 点 己 与 点 A; 重合 时 ,有 pz 二 ps 二 0, 而 才 关 0, 从 而 xs 二 ZX3= 二 0, 而 xz 了 关 0。 因 此 , 坐 
标 三 点 形 的 第 一 个 顶点 Ai 的 齐 次 射影 坐标 是 (1,0.0); 类 似 地 ,有 顶点 As 的 齐 次 射影 坐标 
是 (0,1,0); 顶点 As 的 齐 次 射影 坐标 是 (0,0,1) 。 

在 上 述 射影 坐标 的 定义 中 ,使 用 了 距离 的 概念 。 实 际 上 ,射影 坐标 是 可 以 用 射影 不 变 
量 一 一 交 比 来 表示 的 。 为 此 ,如 图 6-5 所 示 , 设 A;P,A;E(i 二 1,2,3) 与 坐标 三 点 形 中 Ai 的 
对 边 相交 于 点 Pi,E;. 则 由 第 5 章 的 定理 4.8. 有 


_ Sin (AiA: .AiEi)sin (AiA: ,AP,) 
sn 一 (AiA: .AiE)sin (AiA;,,A1P1) 


(AzAs ,EP1)= (AAAA ,ALEIAIPD) 


AE AP _ ebp: ez 
ps e2 paez pbs 


类 似 地 ,有 
(AsAi,EsP;,) 一 Ta :x1; 
(AiA:,Es:P:) = x1 : x2。 
平面 上 二 维 射影 坐标 的 特例 。 


(1) 仿 射 坐标 : 将 坐标 三 点 形 的 一 边 , 例 如 AiA。 取 为 无 穷 远 直 线 , 则 有 包 ->1, 此 时 平 


3 
es 
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面 上 一 点 了 的 齐 次 射影 坐标 为 


pz 3 ps 四 pis=1 
化 为 非 齐 次 射影 坐标 ,得 
中 Wy pi ， 壤 Xz2 pz lL 
bs e1 3 2 


如 图 6-6 所 示 , 过 点 玉 和 PP 分 别 作 边 AsA: 和 
AsA: 的 平行 线 , 并 与 它们 分 别 相 交 , 且 所 交 得 线段 
的 长 度 分 别 为 ei ,es 和 p41,p2。 由 相似 三 角形 ,得 


2 一 锯 = 锯 ， 
el Si 
bp 
2 es ez 
这 样 得 出 的 坐标 叫做 平面 上 点 的 仿 射 坐标 ,As 是 坐 图 6-6 


标 原点 ,A;A 是 xz 轴 ,AsAs 是 y 轴 ,点 下 是 单位 
点 。 由 于 点 巨 可 以 随意 取 定 (内需 不 在 z+ 轴 、y 轴 上 ),ei 与 es 或 e1 与 es 可 以 不 相等 。 所 
以 仿 射 坐标 正 是 轴 上 刻度 单位 可 以 不 同 的 斜 角 坐标 。 

(2) 笛 卡 儿 坐 标 : 这 种 坐标 可 以 看 成 仿 射 坐标 的 特例 , 即 选 取 点 已 时 ,使 e=es 或 o% 一 
的 ,把 1 二 es 选 作 长 度 单位 , 便 有 


人 = 
y= ps 
这 正 是 笛 卡 儿 坐 标 。 
2 射影 变换 
由 前 面 的 知识 可 知 ,点 列 和 线束 是 射影 平面 上 互 成 对 偶 的 一 维基 本 形 。 我 们 首先 研究 两 


个 一 维基 本 形 之 间 的 射影 对 应 ,再 研究 一 维基 本 形 到 自身 的 射影 变换 ,最 后 再 讨论 二 维 情况 。 
2.1 透视 对 应 及 其 相关 概念 


2.1.1 点 列 与 线束 的 透视 对 应 


定义 2.1 线束 SC(a,b,c,…) 与 不 通过 中 心 S 的 直线 相交 ,得 一 点 列 s(A,B,C,…)， 
则 点 列 *(A,B,C,…) 叫 做 线 东 S(a.6,c,…) 在 直线 s 上 的 截 影 ,如 图 6-7 所 示 。 

对 偶 地 ,有 下 面 的 定义 。 

定义 2.2 点 列 s(A,B.C,…) 的 点 与 不 在 底 s 上 一 点 S 连接 ,得 一 线束 S(a,b,c,…)， 


则 线 东 SCe ,pc,…) 叫 做 由 点 $S 投射 到 s(A.B,C,…) 的 
线束 。 
在 图 6-7 中 ,以 点 S 为 中 心 的 线 东 被 以 s 为 底 的 点 列 
截 得 的 截 影 为 
A 二 二 人 
在 图 6-7 中 ,从 点 列 s(A,B,C,…) 到 线 东 S(a,b， 
c,…) 的 投影 为 
Aa, B—>b, Cc, 本 间 
定义 2.3 如果 点 列 s(A,B,C,…) 是 线束 S(a.b,c,…) 在 直线 ;上 的 截 影 ,那么 这 个 截 
影 叫做 从 线 东 SC(a,5,c,…) 到 点 列 s(A,B,C,…) 一 个 透视 对 应 , 记 为 
SCa,0c,…) RA,B,C,.…), 
定义 2.4 如 果 两 个 点 列 与 同一 个 线 东 成 透视 对 应 ,那么 这 两 个 点 列 叫做 透视 点 列 , 线 
东 中 心 叫做 透视 中 心 ,两 点 列 中 同 在 线束 的 一 条 直线 上 的 两 点 叫做 对 应 点 。 
如 图 6-8 所 示 , 线 束 SCa,b,c,d,…) 分 别 在 直线 s 
和 s' 上 的 截 影 sC(A,B,C,D,…) 与 (A’,B’,C’,D’,*…) 
成 透视 点 列 , 记 为 
s(A,B,C,D,*%) 时 $A’,B',C,D’,*), 
其 中 点 S 为 透视 中 心 ,有 时 点 S 可 以 不 写 。 点 A,B， 
” C,D 分 别 与 点 A',B',C',D' 是 对 应 点 。 


对 偶 地 ,有 下 面 的 定义 。 
图 6-8 定义 2.5 ”如果 两 个 线束 与 同一 点 列 成 透视 对 应 ， 
那么 这 两 个 线束 叫做 透视 线束 ,点 列 的 底 叫 做 透视 轴 ， 


两 线束 中 交 于 透视 轴 上 同一 点 的 一 对 直线 叫做 对 应 直线 。 

如 图 6-9 所 示 , 由 点 S 和 5S’ 分 别 投射 到 点 列 s(A,B,C,…) 所 得 的 两 个 线束 SCa,p， 
cs) 与 S'(a' ,Wc ,…) 成 透视 线束 , 记 为 

SCasbscsn) SE Sa ce 

其 中 点 列 ;CA,B,C,…) 的 底 s 是 透视 轴 , 有 时 s 可 以 不 写 。 直 线 a,b,c 分 别 与 直线 a ,b,c 
是 对 应 直线 。 

由 上 讨论 可 知 ,两 个 成 透视 对 应 的 点 列 , 其 中 对 应 点 的 连 线 必 共 点 ; 两 个 成 透视 对 应 的 
线束 ,其 对 应 线 的 交点 必 共 线 。 

注 显然 ,透视 关系 具有 对 称 性 ,但 是 它 不 具有 传递 性 ,如 图 6-10 所 示 ， 

s(A,B,C,*) 时 $A',B',C,), s(A,B,C,) SFA’, B,C,*), 

但 (A',B',C',…) 与 (A”,B”,C ,…) 不 能 保持 透视 关系 ,因为 它们 的 对 应 点 连 线 不 一 定 
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图 6-9 


2.1.2 点 列 与 线束 的 射影 对 应 


定义 2.6 设 有 两 个 一 维基 本 形 ( 点 列 或 线束 )[ 纪 与 [8] ,车 存在 个 一 维基 本 形 [&]， 

[名 ]，…,[6] ,使 得 
[ 习 XLS] LS] A ALé,] ALé’], 

则 把 [ 习 与 [S] 之 间 的 对 应 叫做 射影 对 应 , 记 为 [ 避 和 LS] ,这 十 1 次 透视 对 应 形成 透视 链 , 如 
图 6-11 所 示 。 

由 定义 不 难看 出 ,射影 对 应 具有 以 下 性 质 : 

(1) 保持 一 一 对 应 关系 ; 

(2) 反 身 性 : [人 和 [8]; 

(3) 对 称 性 : 车 [AL&], 则 [& JAL&]; 

(4) 传递 性 : 车 [EAL&],[& J]AL#], 则 [人 AL&]; 

(5) 若 [ 避 XLS] , 则 [ 习 和 [Le] ,但 反之 不 成 立 。 

由 于 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 , 所 以 交 比 在 透视 对 应 下 也 不 变 。 

定理 2.1 两 个 点 列 间 的 一 一 对 应 是 射影 对 应 的 充 要 条 件 是 任何 4 对 对 应 点 的 交 比 
相等 。 

证 明 (必要 性 ) 射 影 对 应 是 由 连续 进行 的 透视 对 应 构成 的 ,而 透视 对 应 保持 交 比 不 变 ， 
所 以 射影 对 应 保持 交 比 不 变 。 

(充分 性 ) 如 图 6-12 所 示 , 设 (AB,CD)==(A’B',C'D') .下面 通过 作 图 方法 ,构成 一 个 透 
视 对 应 链 。 

连接 AA', 在 直线 AA' 上 取 点 S, 再 连接 SB.SC,SD, 过 点 A' 作 直线 1”, 分 别 交 SB ， 
SC,SD 于 点 B",C,D" ,连接 BB'.CC' 交 于 一 点 S' ,连接 SD 交 1' 于 点 D1, 由 作 图 可 知 ， 

lA,B,C,D,…) H(A’,B’,C,D’,:…) A'(A’,B’,C’,D,*…)。 

由 于 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 .所 以 有 


ABIODY = (A BCD = MBIC DY 
而 又 已 知 (AB,CD) 二 (A'B',C'D') ,所 以 可 得 
(A'B’,C'D1) = (A'B’,C'D’), 


故 点 D' 和 点 D1 重合 。 

由 上 述 作 图 可 知 ,点 列 1(A,B,C,D,…) 和 4W(A’,B',C',D',…) 之 间 存 在 连续 的 透视 对 
应 ,所 以 它们 成 射影 对 应 。 

由 本 章 定理 2. 1 的 充分 性 证 明 可 知 ,通过 3 对 对 应 点 就 可 以 作出 这 个 透视 对 应 链 , 由 此 
可 得 如 下 定理 。 

定理 2.2 如 果 已 知 两 个 点 列 的 3 对 对 应 点 ,那么 可 以 唯一 决定 一 个 射影 对 应 , 即 射影 
对 应 被 3 对 对 应 点 唯一 确定 。 


例 1 求 射影 对 应 ,使 直线 * 上 坐标 分 别 为 0,1,2 的 三 点 A,B,C 依次 对 应 于 直线 s 上 
坐标 分 别 为 一 1,0, 一 2 的 三 点 A',B',C ; 并 求 出 直线 上 点 的 坐标 为 一 3 的 对 应 点 的 坐标 。 


解 设 直线 ;上 任意 点 DOV) 在 s 上 的 射影 对 应 点 为 D'(4), 则 有 (CAB,CD)=(A'B'， 
C'D') ,利用 坐标 写 出 交 比 式 , 得 
(0 一 2)(1 一 iD) (一 1 十 2)(0 一 2) 
(0 二 (CI 一 2 (一 1 一 (0 十 2)” 


故 所 求 的 射影 对 应 为 
3M 十 委 一 4 一 4 一 0。 


把 ) 一 一 3 代入 上 式 解 得 必 一 一 站 。 


由 前 所 述 ,两 点 列 间 的 透视 对 应 一 定 是 射影 对 应 ,也 就 是 说 ,透视 对 应 是 射影 对 应 的 特 
殊 情 况 ,那么 点 列 的 射影 对 应 具备 什么 条 件 时 , 才 是 透视 对 应 呢 ? 对 此 ,有 下 面 的 定理 。 

定理 2.3 如果 两 个 异 底 点 列 间 的 射影 对 应 满足 它们 底 的 交点 是 自 对 应 点 :那么 这 个 
射影 对 应 是 透视 对 应 。 

证 明 如 图 6-13 所 示 . 设 点 列 1(O0.A.B,P.…) 和 1(O,A’,B',P',…) 间 的 射影 对 应 
是 p, 底 2 和 底 的 交点 O 是 自 对 应 点 , 即 g(O) 二 0。 在 底 1 上 任 取 两 点 A ,了 B, 它 们 在 底 7Z 上 
的 对 应 点 分 别 为 A',B', 连 接 AA’, BB’ 相交 于 点 S。 又 设 点 卫 为 1 上 任意 一 点 , 设 其 在 /上 


的 对 应 点 为 P', 即 PC(P) 一 已 ,由 本 章 定 理 2. 2 知 ,3 对 不 同 的 对 应 点 唯一 确定 一 个 射影 对 
应 , 则 p 可 由 O-~O,4A-~A“,B->B' 唯 一 确定 ,而 这 3 对 对 应 点 可 视 为 以 点 S 为 透视 中 心 的 
透视 对 应 y 下 的 透视 对 应 点 。 设 y(P) 二 Pi, 由 透视 对 应 必 是 射影 对 应 ,因此 有 y 二 gq; 即 点 
P' 与 点 Pi 重合 ,所 以 ,p 是 以 点 S 为 透视 中 心 的 透视 对 应 。 

对 偶 地 ,如 图 6-14 所 示 , 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 


图 6-13 图 6-14 


定理 2.4 ”如 果 两 个 中 心 相 异 的 线束 间 的 射影 对 应 满足 它们 中 心 的 连 线 是 自 对 应 线 ， 
那么 这 个 射影 对 应 是 透视 对 应 。 

进一步 探讨 透视 对 应 与 射影 对 应 的 关系 ,可 以 得 出 下 面 的 结论 。 

定理 2.5 ”两 个 异 底 点 列 之 间 的 非 透视 的 射影 对 应 , 必 可 分 解 为 两 个 透视 对 应 的 乘积 。 

证 明 如 图 6-15 所 示 , 设 1(A,B,C,…)AL(A’,B',C',…), 且 直线 1 与 1 的 交点 不 是 
自 对 应 点 , 即 此 射影 对 应 为 非 透 视 对 应 , 设 AB' 门 A'B=Bo,AC' 门 A'C=Co ,连接 BoCo 得 直 
线 b, 令 onAA4'=Ao, 则 有 

1CA,B,C,) 1Ao, Bo,Co,*), 

且 


(4) 


1o(Au, Bo,Co,…) 1A’,B’ ,CC ，…)。 
所 以 
1(A,B,C,…)N CA BC)， 
人 B' 


即 已 分 解 成 为 两 个 透视 对 应 的 乘积 。 
这 种 分 解 的 方法 不 是 唯一 的 ,在 应 用 时 ,可 按 问 题 的 要 求 选择 一 适当 的 方法 进行 分 解 。 


2.2 射影 变换 


2.2.1 一 维 射 影 变换 


定义 2.7 如 果 在 同一 平面 上 两 个 同类 的 基本 形 ( 同 为 点 列 或 线束 ) 是 同 底 的 或 同 中 心 
的 ,那么 叫做 重 又 的 基本 形 . 两 个 重 释 的 一 维基 本 形 间 的 射影 对 应 叫做 一 维 射影 变换 。 

定理 2.6 重奏 两 点 列 之 间 的 射影 变换 必 可 分 解 为 不 多 于 3 个 透视 对 应 的 乘积 。 

证 明 如 图 6-16 所 示 , 设 1(A,B,C,…)N'(A',B',C' ,…), 直 线 / 关 1!, 且 S&1,1'。 设 
点 S 投 射 到 / 所 成 的 线束 SA',SB',SC 在 上 的 截 影 为 A”,B”,C", 则 有 


(5) 


LA”,B’,C’,%) A LA BC ,*)。 


因而 

1 ABC) (ABC 和) NA(A,B,C,.…), 
所 以 
1'(A’,B’,C’,.…) N(A,B,C,.…)。 


下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 车 L(A’,B',C”,…)A(A,B,C,*…)， 
则 
LA,B,C,*) N'A’ BC) KGCA BC )。 
此 时 ,!CA,B,C,…)XCA',.B',C' ,…) 已 分 解 为 两 个 透视 变换 的 乘积 。 
(2) 若 / (ABC ,…)AL(A,B.C,…) 为 非 透 视 对 应 ,由 本 章 定理 2.5, 则 有 Lo(Ao， 
Bo,Co,…), 使 


LAsB;C,%) SB lAos BosCos*e) SE LA", BCs), 


所 以 
nA By hd ey Wa 


此 时 ,L(A,B,C,…)ANL(A',B',C ,…) 已 分 解 为 3 个 透视 变换 的 乘积 。 

关于 线 东 的 透视 对 应 (变换 ) 与 射影 对 应 (变换 ) 的 结论 ,可 利用 对 偶 原则 得 到 。 

例 2 已 知 两 异 底 点 列 的 射影 对 应 的 3 对 对 应 点 , 即 1(A,B,C)A(A',B',C'), 求 作 直 
线 1 上 任意 一 点 D 在 1 上 的 对 应 点 D'。 

解 ” 本 例 可 进一步 表示 为 下 面 的 形式 。 

已 知 ; 直线 1 上 的 四 点 A,B,C,D 和 /7 上 三 点 和 ,BC , 且 LA,B,C)N ABC)。 

求 作 : D'EL 使 1(A,B,C,D)N'(A’,B’,C’,D')。 

作法 : 如 图 6-17 所 示 , 连 接 A'B,AB’,A'C,AC’, 令 A'BNAB’=B。,A'CNAC’=C,。 
连接 BoCo 得 直线 lo,lo 门 A'D==Do ,连接 AD。 交 于 D',D' 就 是 所 求 作 的 点 。 


下 面 证 明 D' 为 所 求 的 点 。 设 站 AA' 二 Ao, 则 
WA BD a ea; 
所 以 
NA i NN DW :bn 
因此 ,点 D' 为 所 求 作 的 点 。 

例 3 设 直线 1 上 有 三 个 相 异 点 A,B,C, 且 直线 1 上 有 三 个 相 异 点 A’,B',C, 且 外 7=0， 
AB'NA’B=B。,AC NA'C=G ,BCcon 一 D,Boconm 7 =D’。 求证 : 1(A,B,C,D,O)^ 
WE 

证 明 如 图 6-18 所 示 . 记 直线 BuC 为 lo. 设 1 站 AA' 二 A。。 因 为 

ASB3E DO SAvs Bi Co DD SA, BICOLDY, 
所 以 
HASBICHDION HN CA TB'SE 30 DY 

例 4 设 三 点 形 ABC 的 边 上 点 D,D'; E,E'; 下 ,F 分 别 与 边 BC,CA,AB 上 两 个 顶点 
构成 调和 组 。 求 证 下 列 三 组 直线 分 别 共 点 。 

(1) EF,E'F'’ ,BC; (2) FD,F'D’,CA; 3) DEDE' AB; 


图 6-18 


图 6-19 


同 理 有 ,(AB,FF') 王 一 1, 从 而 (AC,EE') 一 (AB,FRF) ,所 以 ， 
PAE BA 和 
因为 点 A 是 两 点 列 的 公共 点 , 且 为 自 对 应 点 ,由 本 章 定 理 2.3 得 
(CAsC EEY NAsBI EYE Ys 
即 直线 BC,EF,E'F' 共 点 。 
同 理 , 可 证 (2) 和 (3) 两 组 直线 也 分 别 共 点 。 
由 前 面 一 维 射 影 变 换 的 定义 可 知 ,一 维 射 影 变 换 就 是 一 个 一 维基 本 形 到 自身 的 射影 
对 应 。 


2.2.2 一 维 射影 变换 有 一 种 特殊 情况 一 一 对 合 
定义 2.8 在 两 个 重 倒 而 且 射 影 对 应 的 一 维基 本 形 里 ,如 果 对 于 任何 元 素 , 无 论 看 做 属于 
第 一 基本 形 或 第 二 基本 形 , 它 的 对 应 元 素 是 一 样 的 ,那么 这 种 非 恒 等 的 射影 变换 叫做 对 合 。 


由 此 说 明 , 在 对 合 对 应 中 ,每 对 对 应 元 素 中 的 每 个 元 素 归 人 哪 一 类 基本 形 都 可 以 。 
例 5 在 直线 /上 取 定 O 点 ,对 于 ! 上 任 一 点 P,, 取 P; 关于 点 O 的 对 称 点 P; 为 P; 的 


对 应 点 ,显然 P; APi ,并 且 是 一 个 对 合 , 如 图 6-20 所 示 。 


例 6 如 图 6-21 所 示 , 两 个 共 中 心 线束 中 ,车 直线 4 对 应 和 它 垂直 的 直线 1, 则 显然 4; 


AL'i ,并且 是 一 个 对 合 。 


图 6-20 图 6-21 


定理 2.7 在 一 维 射影 变换 中 ,车 有 一 对 对 应 元 素 符合 对 合 条 件 , 则 这 个 射影 变换 一 定 


是 对 合 。 


证 明 ” 设 两 个 重生 点 列 (P) 和 (P'), 有 (P)A(P'), 又 设 P;>P' 符合 对 合 条 件 。 
在 (P) 中 任 取 一 点 已 ,其 对 应 点 为 P', 设 PiP', 由 射影 定义 可 知 
(PiP',PiP’) = (PP ,PP 。 


由 交 比 性 质 ,得 
(WPi,PPD = PP 
所 以 
(PiP1,P‘P’) = (PiP1, P‘P), 
由 此 得 
P’=P,, 
P'‘— Pi。 


由 此 说 明 点 列 的 任意 点 P; 也 符合 对 合 条 件 , 所 以 这 个 射影 变换 是 对 合 。 
2.2.3 二 维 射 影 变换 
在 射影 平面 上 ,二 维基 本 形 指 的 是 平面 上 所 有 点 的 集合 和 平面 上 所 有 直线 的 集合 ,这 里 


我 们 主要 讨论 点 的 集合 到 点 的 集合 的 射影 对 应 和 射影 变换 。 


定义 2.9 射影 平面 上 所 有 点 的 集合 叫做 点 场 , 所 有 直线 的 集合 叫做 线 场 。 射 影 平 面 


叫做 点 场 和 线 场 的 底 。 


定义 2.10 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 透视 对 应 是 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,使 得 


对 应 点 的 连 线 共 点 ,如 图 6-22 所 示 。 


定义 2.11 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,如果 满足 下 列 条 件 : 
(1) 保持 点 和 直线 的 结合 性 ; 
(2) 任何 共 线 四 点 的 交 比 等 于 其 对 应 四 点 的 交 比 。 则 此 一 一 对 应 叫做 射影 对 应 。 


图 6-22 


同样 可 以 给 出 两 个 平面 上 的 直线 间 的 射影 对 应 的 定义 。 
两 个 平面 上 的 点 之 间或 直线 之 间 的 射影 对 应 是 同 素 对 应 (点 对 应 点 从 而 直线 对 应 直线 ， 


或 直线 对 应 直线 从 而 点 对 应 点 )。 通 常 我 们 只 讨论 点 到 点 间 的 同 素 对 应 ,由 射影 对 应 定义 可 
以 看 到 以 下 性 质 : 


(1) 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 透视 对 应 必 是 射影 对 应 ; 

(2) 若干 次 透视 对 应 (透视 链 ) 的 结果 必 是 射影 对 应 ; 

(3) 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 射影 对 应 是 一 种 等 价 关 系 。 

定义 2.12 在 本 章 定义 2.11 中 ,如 果 两 个 对 应 平面 是 重合 的 ,那么 所 建立 的 射影 对 应 
叫做 该 平面 的 射影 变换 ,也 叫 二 维 射影 变换 。 

我 们 所 讨论 的 射影 对 应 和 射影 变换 ,一 般 都 具有 同 素性 ,简称 为 同 素 变换 。 


3 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 帕 普 斯 定理 


3.1 一 维 秧 影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 


设 两 条 直线 ! 与 1 之 间 由 三 对 对 应 点 A(a) 与 A'(a),B(b) 与 B'(5),C(c) 与 C (ec ) 建 
立 了 一 个 射影 对 应 .于 是 ,对 于 任何 一 对 对 应 点 D(z) 与 D'(x') 有 
(ABSOD) = A BCD 


即 
AC. BD _ A'C’.B'D’ 
BC.4D BTC”.AD”’ 
也 即 


六 一 ay» Tw 一 朴 (ca). (x 一 好) 
一 一 


整理 化 简 以 后 可 记 为 如 下 形式 


3 和 齐 影 对 应 安 鬼 的 代数 表达 式 和 曲 普 斯 定理 sl55 


3 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 帕 普 


3an 三 一 3alz 一 一 4aa = 3az， 
即 有 
alsaz:alsaz 一 4:( 一 4) : (一 3) :4， 
故 所 求 射影 变换 的 非 齐 次 代数 表达 式 为 


se 4z 一 4 
一 Sr 二 4 


从 而 该 射影 变换 的 齐 次 坐标 表达 式 为 
全 = 4zli 一 4zzy 


2 天 0。 
pz 一 一 3zi 十 4zz， 


将 直线 ! 上 无 穷 远 点 (1.0) 代 入 上 式 得 到 对 应 点 的 坐标 是 (4, 一 3)。 
下 面 讨论 一 维 射影 变换 的 自 对 应 点 (不 动 点 ) ,有 下 面 的 定理 。 
定理 3.1 直线 到 自身 的 非 恒 等 射 影 变 换 可 以 有 两 个 一 个 或 没有 不 动 点 。 
证 明 设 直 线 / 到 自身 的 非 恒 等 射影 变换 为 
下 一 anzl 十 alzzz， 


px? = azaT1 十 QzzTz。 
若 点 (zi,zz) 为 不 动 点 , 则 有 


oi = QUZI 十 Qi27Z2， 


Woh = daTl + az2X2。 
其 中 o 天 0, 可 以 将 上 式 改 写成 
(> 一 D)zli 十 aizxzz 一 0， 
az2izl 十 (azz 一 D)zz 一 0。 
因为 ziyzs 不 全 为 零 , 所 以 由 线性 方程 组 的 理论 , 知 


au 一 0 a 


一 0， 
Q21 az—p 


该 方程 叫做 一 维 射影 变换 的 特征 方程 ,化 简 得 
py 一 (ail 十 azz)p 十 (alaz — awan) 一 0， 
从 而 判别 式 为 
A = (qz 一 aa) 十 4aizaa。 

可 以 分 为 下 列 三 种 情况 : 

(1) 若 A<0,o 无 解 ,无 不 动 点 .这 样 的 射影 变换 叫做 椭圆 型 射影 变换 ; 

(2) 若 A>0,o 有 两 个 解 ,因为 aaa 一 azaza 天 0, 所 以 o 有 两 个 非 零 解 ,把 每 个 o 值 代 
入 可 解 得 一 个 不 动 点 ,共有 两 个 不 动 点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 双 曲 型 射影 变换 ; 

(3) 着 A 二 0,p 有 一 个 解 ,可 得 一 个 不 动 点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 抛物 型 射影 变换 。 

此 定理 告诉 我 们 ,一 维基 本 形 的 一 个 射影 变换 的 不 动 点 个 数 不 能 大 于 2; 如 果 一 个 射影 


变换 存在 3 个 不 动 点 , 则 这 个 变换 一 定 是 恒 等 变 换 。 
例 2 判断 下 列 射影 变换 属于 什么 类 型 ? 若 有 不 动 点 , 求 出 不 动 点 的 坐标 。 
oz 一 Zi 十 zz， oz 一 Zi 十 2zz， pz 一 ZI 一 Z2， 
Cl) 1 (2) 1 (3) 1 
p72 =—3z1 二 2z2; pz 一 3715 pz 一 zi 十 3zz。 


解 (1) 因为 aa 一 atz 王 1,az 一 一 3,azz 一 2. 所 以 有 
A (az — an)’ + dawaz (2 一 1)2 十 4X1X( 一 3) 1 直人 
所 以 该 变换 是 椭圆 型 射影 变换 ,没有 不 动 点 。 
(2) 因为 an 二 1,aw 二 2,aa 二 3,awz 二 0, 所 以 有 
A= (az—an)’++4dawan = (0—1)*+4X2X3=25>0, 
所 以 该 变换 是 双 曲 型 射影 变换 ,共有 两 个 不 动 点 。 
eh 


oz2 一 3z 


“ 知 ,该 射影 变换 的 特征 方程 是 


PF—p—6=0, 


pz 一 2 十 27x 


解 得 pi 一 2 一 3 将 它们 分 别 代 人 | “中 解 得 两 个 不 动 点 的 坐标 是 一 2,3) 


ozz 一 371 
和 (1,1)。 
(3) 因为 aa 一 1,an 1,aa 一 1,az 一 3, 所 以 有 
4 一 (az 一 ai) 十 4aizaa 一 (3 一 1) 2 十 4X( 一 1D)X1 王 0， 
所 以 该 变换 是 抛物 型 射影 变换 ,有 一 个 不 动 点 。 


p71=X1— x2, 
时 知 ,该 射影 变换 的 特征 方程 是 
px2=ZX1 十 372 


(p—2)*=0, 
OZ 一 ZI 2， 
中 解 得 不 动 点 的 坐标 是 (一 1.1)。 


解 得 0=2. 将 其 代 人 | 
pzrz 一 ZI 十 37z 


3.2 二 维 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 


前 面 我 们 从 元 素 点 本 身 定 义 了 二 维 射影 变换 , 下面 我 们 从 点 的 射影 坐标 再 给 出 二 维 射 
影 变 换 的 定义 。 

定理 3.2 设 有 点 场 {X} 和 {X“ .在 {X} 和 {X 上 分 别 建立 二 维 射影 坐标 系 ( 两 个 坐标 
系 可 以 相同 或 相 异 ),{X} 上 的 点 X 的 坐标 为 (zzsyzs).{X 上 的 点 X 的 坐标 为 (x ,x%， 
zz) ,如 果 存 在 一 个 对 应 


3 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 


pz? 一 aazl 十 azzzz 十 azs，p 天 0， (3-4) 


/ 
| azl TT arr 十 Q1373， 


, 
pT3= aalZl 十 aazzz tt aszs, 


式 (3-4) 可 简 记 为 


3 
pz 一 了 站 二 1 ,23 
二 1 


或 写成 矩阵 形式 
2 i 
p zs 二 加 =| 
zs T3 
且 和 矩阵 
au Qi ay 
A= lan azz az 


U31l ds32 Q33 


是 非 奇异 的 , 即 |4| 隆 0, 则 由 点 场 {(X) 到 点 场 {X')} 的 这 种 对 应 是 一 一 对 应 。 


如 果 只 讨论 两 个 平面 上 的 普通 点 ,那么 式 (3-4) 还 可 以 写成 非 齐 次 射影 坐标 形式 
2Z4 aazl 十 aazza 十 aazs 
x3 dalT1 TT ds2T2 十 asszx3” 
/ (3-5) 
Xz QnT1t AasTs + dzsTs 
Z3 aaTi asz 十 aasz3” 


定义 3.1 由 点 场 {(X} 到 点 场 {(X ) 且 对 应 点 坐标 满足 


px1= as i= 1,2,3 

(其 中 p 天 0,14| 王 |oz| 天 0) 的 一 一 对 应 叫做 点 场 {X} 到 点 场 {X“ } 的 二 维 射影 对 应 。 

当 点 场 {X}) 与 点 场 {X ) 是 同 底 的 , 即 它们 同 在 一 个 平面 上 .该 二 维 射影 对 应 就 叫做 由 点 
场 {(X} 到 自身 的 二 维 射影 变换 。 

前 面 我 们 知道 3 对 对 应 点 可 以 决定 唯一 的 一 个 一 维 射影 变换 ,现在 来 证 明 二 维 射影 变 
换 也 有 类 似 的 定理 。 为 此 , 先 证 如 下 的 定理 。 

定理 3.3 使 3 个 基点 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 和 单位 点 (1,1,1) 分 别 变 成 无 三 点 共 
线 的 4 点 Pi(aisaz ,as),P:(8.B. 让 ) ,PC ya ,ys), Pio 0 60s) 的 射影 变换 有 且 只 有 一 
个 存在 。 

要 证 明 这 种 变换 存在 ,问题 在 于 能 否 找 到 9 个 系数 a; ,使 得 |as | 关 0, 为 此 把 4 个 基点 
的 坐标 和 4 点 Pi(i 二 1,2,3,4) 的 坐标 分 别 代 入 


1 
PT1 QI1 十 aizzz 十 alszs， 


/ 
zz 一 Q2171 十 azzZzz 十 azsZs， Pp 0 


a 
OZ3 一 aaTl 十 aszzz 十 aaszs， 
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中 (并 注意 比例 因子 p 对 于 不 同 的 点 各 有 其 值 ), 便 得 到 p 和 as 所 满足 的 方程 组 


piai = anspsB = a p31 = anspsd = all 十 az 十 als; 


piaz = azi psB: = qzz p32 一 Q2a p40: 一 qzl 十 az a23; 


(3-6) 


paas = asisp2Bs = as2 p373 = ass 0463 = asl 十 asz asss 
pip2p3p+ FA 0。 
由 此 可 知 ,如 果 决 定 了 pi ,ps ,ps,p: 的 值 ,那么 5 也 就 决定 了 。 由 方程 组 (3-6) 消 去 a; 便 得 
出 ol yoz ,osyos 之 间 的 一 组 关系 。 
推论 在 平面 上 每 3 点 不 共 线 的 4 点 Pi(i 二 1,2,3,4) 与 男 外 每 3 点 不 共 线 的 4 点 
PIG 一 1,2,3,4) 唯 一 确定 一 个 射影 变换 ,使 P; 一 Pi(i 二 1,2,3,4)。 
例 3 求 一 射影 变换 ,使 得 点 (1,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1) 分 别 变 成 对 应 点 (1， 
op eo oh A i 
解 ” 设 所 求 射影 变换 为 


1/ 

ZI 一 QUZITQI2Z2 QI3T3， 
1 

zz 一 aazi azzs 十 Q237s， 


1 
OZ3 Q311 da2T2 ad33T30 


因为 1,0,1) 一 (1,0,0) ,得 


0= a 十 as, 


| 一 al 十 as， 


0 一 asl 十 aas; 


因为 (0,1,1) 一 (0,1,0) ,得 


0 一 al 十 aa， 
By Qzz 十 azs， 
0= aaz 十 ass; 


因为 (1.1.1)-~(0.0,1) ,得 


0 一 azl 十 azz 十 azs， 


一 al 十 aiz 十 ais， 


os = asl 十 aaz ass; 


04 一 Q13， 
ou 一 Q23， 
pt 一 Q33。 


als 二 423 一 Q33 一 04。 


因为 (0,0,1) 一 (1,1,1), 得 


所 以 


由 上 可 知 


3 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 


ao 一 aa 十 an， 0 三 az 十 azs， 0 一 asl 十 aas， 
0 三 alz 十 ala， pa = qz2z 十 azs， 0 一 aaz 十 aai， 
0 一 ai 十 az 十 aas， |0 王 aa 十 az 十 azs， |ps 一 al 十 as 十 aa， 


2 一 43， pt = Q23， p+ 一 Q33。 


从 第 一 组 方程 可 得 


aa 一 0， alz Ql aa pt 
若 取 m 一 一 1, 则 从 第 二 组 方程 可 得 
aazz 一 0， aa aa23 p=1; 
从 第 三 组 方程 可 得 
as =p=1, aa ass 一 1， aaz aas 一 1。 
故 所 求 的 射影 变换 为 
pr1= Ts — Zs, 
人- ys 
px = 部 十 到 一 二 


下 面 讨论 二 维 射影 变换 的 自 对 应 元 素 。 设 点 (ziyzz,zs) 是 射影 变换 px! 二 own = 
1,2,3) 的 不 动 点 ( 自 对 应 点 ), 则 有 


| 一 Qunzl 十 aizzz 十 QZa， 


px2 = QziZl 十 dzzzs tt a 


pT3 = Q3lZ1 十 aazzz t+ asT3, 


化 简 得 
J 一 Do)zl 十 aizzs 十 aiszs 一 0， 
azizl 十 (azz 一 D) zs 十 azazs 一 0， (3-7) 
| 十 aszzz 十 (as 一 pD)zs 一 0。 
因为 ziyzavzs 不 全 为 零 , 所 以 有 
au 一 DO Q12 Q13 
Q21 az 一 0D az |=0。 
aal aaz ass—p 


该 方程 叫做 二 维 射 影 变 换 的 特征 方程 .从 特征 方程 中 解 出 的 p 值 ,再 代入 式 (3-7) 求 出 不 动 
点 的 坐标 。 

由 本 章 定义 3. 1 不 难看 出 ,由 任何 3 点 都 不 共 线 的 4 对 对 应 点 可 以 唯一 确定 一 个 二 维 
射影 变换 。 因 此 射影 变换 的 不 共 线 的 不 动 点 至 多 有 3 个 ,如 果 有 4 个 每 3 点 都 不 共 线 的 不 
动 点 ,那么 这 个 射影 变换 必定 是 恒 等 变 换 。 


p71= 3z1 一 5 
例 4 | 一 一 Zi 十 4zz 一 za, 的 不 动 点 。 


or 一 一 2 ws 
解 ” 由 特征 方程 
是 二 
1 4—p 一 1|= (一 2 一 02 =0， 
= 和 区 名 pg 


解 得 特征 根 是 2 和 4, 把 o 一 2 代入 方程 组 


(3 一 p)z 一 zs 一 0， 

一 心 十 (4 一 ozs 一 zs 一 0， 

一 2 十 (3 一 po)zs 一 0， 
得 

《3 一 2 一 Zas 一 0， 


一 Zi 十 (4 一 2)zz 一 zas 一 0， 

一 十 (3 一 2)zs 一 0。 

解 出 不 动 点 的 坐标 是 (1,1.1)。 
再 将 po 二 4 代入 方程 组 


(3 一 p)Z 一 zs 一 0， 
-Ar = 
= 十 (3 一 p)zs 一 0， 


得 三 个 方程 都 是 zi 十 zs 一 0, 即 直线 zi 十 zs 一 0 上 的 所 有 点 都 是 不 动 点 ,我 们 也 把 该 直线 叫 
做 此 射影 变换 的 不 动 直线 。 


3.3 帕 普 斯 定理 


定理 3.4( 帕 普 斯 定理 ) ” 设 点 A,B,C 是 直线 1 上 的 三 个 相 异 点 ,点 A',B',C' 是 1 ( 异 
于 1) 上 的 三 个 相 异 点 , 且 6 点 均 不 是 1 与 1 的 交点 ， 
1 与 1' 是 共 面 直线 ,车 BC' mn B'C=X,CA'nC'A= 
Y,AB' 由 A'B=Z, 则 点 义 ,Y ,2Z 必 共 线 。 
证 明 如 图 6-23 所 示 , 设 2n72=M:ABDn 
AC= DAACNBC = 
(A) 


KD 
所 以 


(4',B',C' ,M) 2 (E,X,C'.B)， 


入 


tA, DB RE,X,C ,BD 
在 这 个 射影 对 应 中 ,两 点 列 底 的 交点 B 为 自 对 


应 点 ,由 本 章 定理 2. 3 有 
CA 

由 透视 对 应 定义 可 知 ,AE',ZX, DC' 三 线 共 点 ,而 AENDC’==Y, 则 直线 XZ 通过 点 
7; 即 点 ZY 了 共 线 。 

XYZ 这 条 直线 叫做 帕 普 斯 线 。 由 本 章 定理 3.4 知 ,由 两 个 三 点 组 (A,B,0) 与 (A',B',C ) 
可 得 到 一 条 帕 普 斯 线 。 这 两 组 点 的 对 应 并 没有 假定 什么 特别 的 规律 ,也 就 是 说 ,可 以 任意 予以 
指定 。 我 们 可 以 改变 其 中 一 组 的 顺序 ,例如 (A,B,C) 与 (A',B'.C)。 由 本 章 定 理 3.4 又 可 得 
出 第 二 条 帕 普 斯 线 。 因 此 在 两 条 直线 上 任 取 3 个 相 异 点 可 以 构成 不 同 的 帕 普 斯 线 共 有 6 条 。 


4 变换 群 与 几何 学 的 关系 


4.1 平面 上 的 几 个 重要 变换 群 


按 变换 群 的 定义 ,我 们 可 以 证 明 以 下 几 种 变换 群 的 结论 ， 

定理 4.1 欧 氏 平面 上 所 有 绕 定 点 的 旋转 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 旋转 变换 群 , 记 为 
及 , 且 尺 的 维 数 是 1。 

定理 4.2 欧 氏 平面 上 所 有 平移 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 平移 变换 群 , 记 为 工 , 且 工 的 
维 数 是 2。 

定理 4.3 欧 氏 平面 上 所 有 正 交 变 换 的 集合 构成 群 ,叫做 正 交 变换 群 , 记 为 M, 且 M 的 
维 数 是 3 。 

定理 4.4 平面 上 所 有 相似 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 相似 变换 群 , 记 为 S, 且 S 的 维 数 
是 4。 

定理 4.5 仿 射 平面 上 所 有 仿 射 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 仿 射 变换 群 , 记 为 A, 且 A 的 
维 数 是 6。 

定理 4.6 射影 平面 上 所 有 射影 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 射影 变换 群 , 记 为 P, 且 P 的 
维 数 是 8。 

至 此 ,我 们 得 到 平面 上 的 6 个 变换 群 ,旋转 变换 群 RR\ 平 移 变 换 群 工 正 交 变换 群 M、 相 
似 变 换 群 S、 仿 射 变换 群 A 和 射影 变换 群 已 ,就 群 的 大 小 而 言 , 它 们 之 间 的 关系 是 

入 二 了 万 让 万 EEAEP. 


4.2 欧 氏 几何 与 欧 民 群 


我 们 在 中 学 学 过 的 几何 属于 欧 氏 几何 的 范围 ,这 种 几何 学 的 基本 内 容 是 伟大 的 希腊 数 
学 家 欧 几 里 得 于 公元 前 3 世纪 在 不 朽 著作 几何 (原本 ) 中 整理 出 来 的 。 欧 氏 几 何 研 究 的 长 


章 -= 著 影 从 标 系 与 射影 变换 


度 、 角 度 \` 面 积 \ 体 积 等 主要 内 容 都 是 与 图 形 的 特定 位 置 无 关 的 性 质 , 即 当 图 形 从 一 个 位 置 运 
动 到 另 一 个 位 置 后 ,不 发 生 改变 的 性 质 。 欧 氏 几 何 研究 的 "全 等 形 ”, 就 是 经 过 “运动 "后 可 以 
重 且 的 图 形 。 这 就 是 说 , 欧 氏 几何 研究 的 对 象 与 运动 ”联系 在 一 起 。 我 们 知道 ,平面 上 的 全 
体 运 动 的 集合 构成 欧 氏 群 。 刚 才 的 分 析 告诉 我 们 , 欧 氏 几何 研究 的 图 形 性 质 是 经 欧 氏 群 的 
变换 作用 后 不 变 的 性 质 和 量 。 如 果 我 们 将 欧 氏 群 的 变换 作用 后 能 重要 的 图 形 叫 做 等 价 的 图 
形 , 并 把 等 价 的 图 形 看 作 一 类 , 则 欧 氏 几何 的 “全 等 形 " 来 自 于 按 欧 氏 群 对 图 形 的 分 类 。 


4.3 克 莱 因 变换 群 观点 简介 


19 世纪 中 叶 ,德国 数学 家 克 莱 因 分 析 了 欧 氏 几何 与 欧 氏 群 的 上 述 关系 后 发 现 ,只 要 我 
们 给 出 一 个 集合 作为 欧 氏 平面 ,再 在 其 上 给 出 欧 氏 变换 群 , 则 欧 氏 几何 只 不 过 是 欧 氏 平面 上 
的 图 形 经 欧 氏 群 的 变换 作用 后 ,获得 的 不 变性 质 、 不 变量 和 图 形 分 类 命题 的 集合 。 

克 莱 因 总 结 并 推广 了 上 述 思想 ,于 1872 年 在 德国 埃 尔 朗 根 大 学 作 了 题 为 (近世 几何 学 
研究 的 比较 评论 ) 的 报告 ,在 报告 中 首先 提出 了 几何 学 与 变换 群 关系 的 思想 ,对 几何 学 的 发 
展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 后 人 称 此 报告 为 埃 尔 朗 根 纲 领 ,也 称 为 克 莱 因 观点 。 

以 下 介绍 这 种 几何 学 的 群 论 观点 。 

给 出 集合 S 和 S 上 的 一 个 变换 群 G. 配 对 (S.G) 叫 做 空间 ,S 的 子 集 叫 做 此 空间 的 图 
形 。 对 于 S 中 的 两 个 图 形 A 与 已 ,如 果 在 变换 G 中 有 一 个 变换 工 ,使 得 T(A) 王 了, 则 称 A 
与 B 有 关系 ,用 记号 AsB 表示 ,可 以 证 明 该 关系 “ 兰 " 是 一 种 等 价 关 系 , 即 ; 

(1) 任 给 子 集 与 本 身 等 价 ( 反 身 性 ); 

(2) 若 子 集 A 与 子 集 B 等 价 , 则 子 集 B 必 与 子 集 A 等 价 (对 称 性 )， 

(3) 若 子 集 A 与 子 集 B 等 价 , 子 集 B 与 子 集 C 等 价 , 则 子 集 A 必 与 子 集 C 等 价 ( 传 
递 性 )。 

由 于 “一 "是 一 等 价 关 系 , 因 此 它 可 以 确定 集合 S 的 一 个 分 类 方法 ,凡是 等 价 的 子 集 都 
属于 同一 类 ,不 等 价 的 子 集 属于 不 同 的 分 类 ,集合 S 的 每 一 元 素 恰 属 于 一 类 。 亦 即 , 凡 是 等 
价 的 图 形 属于 同一 个 等 价 类 ,不 等 价 的 图 形 属于 不 同 的 类 .于 是 同一 类 里 的 一 切 图 形 所 共有 
的 几何 性 质 和 几何 量 必 是 在 变换 群 下 的 不 变性 质 和 不 变 的 量 ; 反之 ,图 形 在 变换 群 中 一 切 
变换 下 的 不 变性 质 和 不 变量 , 必 是 同一 个 等 价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 。 因 此 ,可 以 用 变 
换 群 去 研究 相应 的 几何 学 ,这 就 是 克 莱 因 的 几何 学 的 群 论 观 点 。 

综 上 所 述 . 对 于 空间 (S,.G) 而 言 , 研 究 图 形 关于 群 下 的 不 变性 质 和 不 变量 以 及 图 形 分 类 
的 所 有 命题 的 集合 .叫做 集合 S 上 群 G 附属 的 几何 学 ,而 空间 的 维 数 就 叫做 几何 学 的 维 数 ， 
且 把 此 群 叫做 该 几何 学 所 对 应 的 变换 群 。 有 一 个 变换 群 就 相应 地 有 一 种 研究 在 此 群 作 用 下 
不 变性 质 理 论 的 几何 学 。 

例如 , 欧 氏 平面 上 正 交 变 换 构成 群 .所 以 正 交 变 换 具 有 下 列 3 个 性 质 : 

(1) 恒 等 变 换 是 正 交 变 换 ; 


(2) 正 交 变换 的 逆 变 换 是 正 交 变 换 ; 

(3) 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变 换 。 

因此 ,根据 前 面 的 讨论 ,可 以 利用 正 交 变换 建立 合同 的 概念 , 即 一 个 图 形 与 经 过 正 交 变 
换 所 得 到 的 对 应 图 形 是 合同 的 。 由 此 可 推出 合同 具有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 ,因而 合同 关 
系 是 一 种 等 价 关 系 , 它 可 将 平面 上 所 有 的 图 形 分 类 ,凡是 合同 的 图 形 属于 同一 等 价 类 , 欧 氏 
几何 是 研究 等 价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 , 图 形 关 于 正 交 变 换 群 下 的 不 变性 质 构 成 的 命 
题 系统 就 是 欧 氏 几何 学 。 同 理 , 在 仿 射 变 换 群 下 图 形 的 不 变性 质 构成 的 命题 系统 就 是 仿 射 
几何 学 ; 在 射影 变换 群 下 图 形 的 不 变性 质 构成 的 命题 系统 就 是 射影 几何 学 。 

一 百 多 年 来 数学 的 发 展 说 明了 克 莱 因 用 变换 群 刻画 几何 学 的 观点 在 近代 几何 领域 起 了 
很 大 作用 , 它 使 各 种 几何 学 化 为 统一 的 形式 ,因而 得 到 对 立 事物 的 某 种 统一 ,同时 又 明确 了 
各 种 几何 所 研究 的 对 象 ; 它 给 出 了 一 般 抽象 空间 所 对 应 几何 学 的 一 种 方法 ,建立 了 多 种 几 
何 学 ,如 代数 几何 、 保 形 几何 及 拓扑 学 等 , 克 莱 因 的 观点 支配 了 从 他 以 来 近 半 个 世纪 所 有 几 
何 学 的 研究 。 


4.4 射影 几何 、 念 射 几 何 和 欧 民 几何 间 的 比较 


克 莱 因 用 群 论 的 观点 给 出 几何 学 的 定义 ,不 但 指出 了 各 种 几何 学 的 研究 范围 ,而 且 
还 有 助 于 我 们 弄 清 楚 它们 之 间 的 联系 ,下面 就 射影 几何 、 仿 射 几 何 和 欧 氏 几何 进行 简略 
的 比较 。 

设 G 是 集合 S 的 一 个 变换 群 .G1 是 G 的 子 群 .G 和 G 所 对 应 的 几何 分 别 为 A 和 Ai， 
因为 GICG, 故 凡是 对 于 G 不 变 的 性 质 必 对 Gi 不 变 , 因 此 A 中 的 一 个 定理 一 定 是 Ai 中 的 
一 个 定理 ; 反之 ,Ai 中 的 一 个 定理 不 一 定 是 A 中 的 一 个 定理 ,我 们 把 几何 学 Ai 叫做 几何 学 
A 的 一 个 子 几 何 学 。 由 变换 群 大 小 与 它 所 对 应 的 几何 内 容 的 多 少 之 间 的 关系 知道 , 越 小 的 
子 群 它 所 对 应 的 子 几何 内 容 越 丰富 。 

在 射影 变换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫做 射影 性 质 和 射影 不 变量 ,例如 
同 素性 ,结合 性 和 交 比 等 。 这 是 射影 几何 研究 的 内 容 。 

在 仿 射 变换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫做 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 ,例如 
平行 性 . 单 比 等 。 仿 射 变换 保持 单 比 不 变 , 当然 就 保持 交 比 不 变 。 因 此 射影 性 质 与 射影 不 变 
量 一 定 是 仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 , 故 仿 射 几何 内 容 比 射影 几何 内 容 更 丰富 , 它 是 射影 几何 的 
子 几 何 。 

在 正 交 变换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫 做 度量 性 质 和 度量 不 变量 ,例如 
长 度 、 角 度 等 。 射 影 性 质 与 仿 射 性 质 ,射影 不 变量 与 仿 射 不 变量 同时 也 是 度量 性 质 和 度量 不 
变量 。 与 正 交 变换 群 相 对 应 的 几何 学 是 欧 氏 几何 学 , 它 是 仿 射 几何 、 射 影 几 何 的 子 几何 。 

我 们 知道 上 述 3 个 变换 群 大 小 的 关系 为 

射影 变换 群 忆 仿 射 变换 群 忆 正 交 变换 群 。 


但 是 就 它们 所 对 应 的 几何 学 内 容 的 丰富 性 而 言 其 关系 却 是 
射影 几何 己 仿 射 几何 CC 欧 氏 几何 。 

由 此 可 见 , 射 影 几 何 内 容 最 少 , 欧 氏 几 何 内 容 最 丰富 , 欧 氏 几 何 是 仿 射 几 何 及 射影 几何 
的 子 几何 ,在 欧 氏 几 何 中 可 以 讨论 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 以 及 射影 性 质 和 射影 不 变量 , 同 理 
在 仿 射 几何 中 也 可 以 讨论 射影 性 质 和 射影 不 变量 ; 但 反 过 来 ,在 射影 几何 里 则 不 能 讨论 仿 
射 性 质 和 仿 射 不 变量 以 及 与 度量 有 关 的 性 质 和 不 变量 ,因为 这 些 性 质 在 一 般 射 影 变换 的 作 
用 下 是 不 保持 的 。 同 样 ,在 仿 射 几何 里 也 不 能 讨论 与 度量 有 关 的 性 质 和 不 变量 。 

一 般 地 ,变换 群 越 大 , 则 它 所 对 应 的 几何 学 研究 对 象 就 越 少 。 因 为 一 个 变换 群 所 包含 的 
变换 越 多 , 则 对 于 所 有 这 些 变 换 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 越 少 ,因而 可 以 研究 的 对 象 就 越 
少 , 而 适应 的 范围 却 越 广 , 因 为 这 些 研究 对 象 在 它 的 子 群 所 对 应 的 子 几何 中 可 以 讨论 。 

为 了 便于 将 射影 几何 、 仿 射 几何 、 欧 氏 几 何 加 以 比较 ,如 表 6-1 所 示 。 


表 6-1 射影 几何 , 仿 射 几何 、 欧 氏 几何 的 比较 


名 称 射影 几何 仿 射 几何 欧 氏 几何 
相应 的 变换 群 射影 群 仿 射 群 正 交 群 
全 =anz+tary+t+as,| ， 
， 3 XI 一 zcos0 一 sysin0 十 a， 
变换 式 Ee A 
二 y = TSi Ey COs bp, 
G = T1031iog |¥0 J | z+1 
a daz 
参数 数目 8 6 3 
wa 射影 性 质 仿 影 性 质 度量 性 质 
Riis 射影 不 变量 仿 影 不 变量 度量 不 变量 
结合 性 
基本 不 变性 结合 性 平行 性 合同 性 
基本 不 变量 变 比 单 比 距离 
基本 不 变 图 形 无 穷 远 直线 
练 习 6 


1. 在 直线 上 取 笛 卡 儿 坐标 分 别 为 2,0, 一 3 的 三 点 作为 射影 坐标 系 的 Ai,Au,E。 

(1) 求 此 直线 上 任意 一 点 了 第 卡 儿 坐 标 x 与 射影 坐标 1 间 的 关系 ; 

(2) 问 是 否 存 在 有 两 种 坐标 相等 的 点 ? 

2. 求证 : 如 果 一 维 射影 对 应 使 直线 ! 上 的 无 穷 远 点 对 应 直线 /上 的 无 穷 远 点 , 则 这 个 
对 应 一 定 是 仿 射 对 应 。 

3. 如 果 三 点 形 ABC 的 边 BC.CA.AB 分 别 通 过 在 同一 条 直线 的 三 点 P,Q,R, 又 顶点 


B,C 各 在 一 条 定 直线 上 。 求 证 : 顶点 A 也 在 一 条 定 直线 上 。 
4. 设 a,b,c,d 是 通过 点 P 的 4 条 不 同 直线 ,建立 一 个 射影 对 应 ,使 得 
Pla,b,c.d) AP(b,a,d,c), 

5. 设 (AB,CD)= 一 3, 点 C 是 线段 AB 偏 于 点 A 的 三 等 分 点 , 求 作 点 D。 

6. 设 两 条 直线 11 ,lz 交 于 点 O, 两 定点 Si,S: 与 点 O 共 线 , 动 直线 通过 另 一 定点 M, 分 
别 与 直线 有 ,ls 交 于 点 A1,As。 求 证 : 直线 SA 与 SA。 交点 的 轨迹 是 一 条 直线 。 

7. 设 直线 1 上 的 点 P1(0) ,Ps(1) ,Ps(2) 经 过 射影 对 应 顺 次 对 应 直线 /上 的 点 P (一 1)， 
P2?(0) ,Ps( 一 2)。 求 射影 对 应 式 , 并 化 为 齐 次 坐标 式 ; 求 出 直线 ! 及 直线 上 无 穷 远 点 的 对 
应 点 。 

8. 求 直线 ! 到 自身 的 射影 变换 式 ,使 得 已 (0) ,Pa(1) ,P= 分 别 对 应 点 Pi(1),P- ,Ps(0)。 

9. 求证 : 如 果 一 维 射影 对 应 使 得 一 点 列 上 的 无 穷 远 点 对 应 于 另 一 点 列 上 的 无 穷 远 点 
时 ， pr ong 

. 求 射影 对 应 , 它 将 直线 /1 上 坐标 为 (1,0),( 一 1,1),(2,1) 的 三 点 依次 变 为 直线 /上 
et etlyes A 点 。 并 求 在 此 射影 对 应 下 ,直线 :上 点 (1,1) 的 像 点 ,直线 1 
上 点 (1,1) 的 原 像 点 。 


11. 已 知 Oz 轴 上 的 射影 变换 式 为 x 一 2 本 , 试 求 坐标 原点 和 无 穷 远 点 的 对 


应 点 。 
12. 已 知 射影 坐标 变换 式 


jor = 2zri 一 4zz， 
网 一 
求 每 个 坐标 系 的 三 个 基点 在 另 一 个 坐标 系 下 的 坐标 。 
13. 将 非 齐 次 坐标 表示 的 射影 变换 式 为 x 一代 二 二 表示 成 齐 次 坐标 式 ,并 求 直线 上 
无 穷 远 点 的 像 点 ,以 及 无 穷 远 点 的 原 像 点 。 
14. 设 一 条 直线 上 点 的 射影 变换 式 为 工 
两 个 自 对 应 点 与 任意 一 对 对 应 点 的 交 比 是 常数 。 
15. 求 射影 变换 式 ,使 得 直线 上 以 0,1 为 坐标 的 点 及 无 穷 远 点 顺 次 对 应 以 一 1,0,1 为 坐 
标的 点 ,并 判断 此 射影 变换 的 类 型 。 
16. 求 一 射影 变换 ,使 得 点 (2,1,1),(1,2, 一 1),(1. 一 1.3),(4,2,3) 顺 次 对 应 点 (1， 
一 一 二 
17. 求 下 列 射影 变换 不 动 点 的 坐标 : 
or 一 Zi 一 27zz， oz 一 浆 十 2zz， 
| cw 


一 至 二 2 证明: 直线 上 有 两 个 自 对 应 点 , 且 这 


本 让 
orz 一 3z1 一 23 orz 一 4z1 一 Z2o 


章 ， 射 影 坐标 系 与 射影 变换 


18. 求 下 列 射影 变换 的 不 动 点 的 坐标 : 


pz 一 6zl1 一 3za， 


pr1 =z1 二 xs， p71=4r1—xz, 
(1) 4or2 一 zz， © 


oz 一 zs pzrs 一 Zi 一 zz 一 Ta 
19. 指出 下 列 几何 性 质 各 是 哪 种 几何 (最 大 的 几何 , 即 该 几何 所 对 应 的 变换 群 最 大 ) 的 
讨论 对 象 ? 
(1) 平行 ; (2) 垂直 ; 
(3) 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 (4) 图 形 相似 ; 


(5) 共 点 线 或 共 线 点 。 
20. 下 列 所 说 的 各 种 名 称 或 定理 中 哪些 属于 射影 几何 ,哪些 属于 仿 射 几何 ,哪些 属于 欧 


氏 几 何 ? 
(1) 梯形 ; (2) 正方 形 ; 
(3) 三 角形 的 垂 心 ; (4) 三 角形 的 重心 ; 


(5) 在 平面 上 无 三 线 共 点 的 4 条 直线 有 6 个 交点 ; 6) 德 萨 格 定理 。 


二 次 曲线 的 性 质 与 分 类 


在 第 3 章 中 ,我 们 在 欧 氏 平面 上 ,利用 正 交 变换 ,已 经 对 二 次 曲线 的 度量 性 质 与 分 类 进 
行 了 讨论 。 本 章 则 将 在 射影 平面 与 仿 射 平面 上 进行 讨论 ， 首先 给 出 二 次 曲线 的 定义 ,然后 分 
别 在 射影 变换 与 仿 射 变换 下 讨论 二 次 曲线 的 性 质 与 分 类 。 


1 二 次 曲线 的 射影 性 质 


本 节 首 先 给 出 二 次 曲线 的 射影 定义 ,然后 讨论 在 射影 变换 下 二 次 曲线 的 射影 性 质 ,最 后 
主要 对 用 点 坐标 表示 的 二 阶 曲线 进行 射影 分 类 ,对 于 用 线 坐 标 表示 的 二 级 曲线 的 射影 分 类 
可 以 对 偶 地 推广 。 


1.1 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 定义 


定义 1.1 在 射影 平面 上 , 齐 次 射影 坐标 (zi,zz zs ) 满 足 三 元 二 次 方程 
aadzi 十 azzz3 十 aaszs 十 2aizzizs 十 2aiszizrs 十 2azszzzs 一 0 (1-1) 
的 点 的 集合 叫做 射影 平面 上 的 二 阶 曲 线 。 在 方程 (1-1) 中 ,系数 a; 为 实数 且 至 少 有 一 个 不 
为 零 ,方程 (1-1) 叫 做 射影 平面 上 的 二 阶 曲 线 的 方程 。 
由 定义 1.1 知 ,二 阶 曲线 的 方程 是 一 个 二 次 齐 次 方程 。 
方程 (1-1) 可 简写 成 


> ziri 一 0， 其 中 mr 一 apo 
方程 (1- 1D 也 可 以 表示 成 如 下 的 垂 阵 形式 


(zl ZX2 zs)|az az qz2s 一 0， (2 


Q3l daz 4d33) (7T3 


au a = 


其 中 矩阵 4 一 (oz) 叫 做 二 阶 曲线 (1-1) 的 系数 矩阵 ,14| 或 1az | 表示 系数 行列 式 , 且 wy 一 ai。 
定理 1.1 如 果 有 两 个 不 同 中心 的 射影 对 应 线束 ,那么 对 应 直线 的 交点 连同 这 两 个 线 
东 的 中 心 构成 一 条 二 阶 曲线 。 
证 明 设 两 个 线束 的 方程 分 别 为 
a 十 妈 王 0，a“ 十 10 = 二 0， 
其 中 a,0,a ,都 是 ziyzavzs 的 一 次 齐 次 式 。 由 于 它们 成 射影 对 应 ,所 以 A,X 满足 


an a 
-| ml 
由 两 线束 方程 得 
和 一 一 全， 一 一 多 ， 
把 它们 代入 上 式 得 
a 一 aaa 十 anz0 
0 一 ad 十 azz0 
i 


a’(azb aa2iQ) + b' (awb auna) 由 风 
上 式 左 端 是 za,za,zs 的 二 次 齐 次 式 。 所 以 按 定义 两 射影 线束 对 应 线 交 点 的 轨迹 是 一 条 二 
阶 曲 线 。 并 且 a 二 0,6 二 0 满足 上 式 方程 , 即 第 一 线束 中 心 是 二 阶 曲线 上 的 点 。 同 理 w 一 0， 
0 二 0 也 满足 上 式 方程 , 即 第 二 线束 中 心 也 是 二 阶 曲线 上 的 点 。 

此 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 即 “ 任 何 一 条 二 阶 曲线 都 可 以 看 成 是 由 两 个 成 射影 对 应 的 线束 
对 应 直线 的 交点 连同 这 两 个 线束 的 中 心 所 构成 的 ”。 

在 此 定理 中 ,形成 二 阶 曲 线 的 两 个 射影 对 应 线 东 的 中 心 并 不 具有 特殊 性 ,可 以 证 明 , 二 
阶 曲线 上 任意 两 点 都 可 以 作为 生成 这 条 二 阶 曲 线 的 射影 对 应 线 东 的 中 心 。 为 此 我 们 有 下 面 
的 定理 。 

定理 1.2 设 有 一 条 二 阶 曲 线 , 它 是 由 两 个 成 射影 对 应 的 线束 对 应 直线 的 交点 所 构成 
的 ,如 果 以 这 条 曲线 上 任意 两 点 为 中 心 向 曲线 上 的 点 投射 直线 ,那么 可 得 到 两 个 成 射影 对 应 
的 线束 。 即 设 点 A,B 是 这 条 曲线 上 的 任意 两 定点 ,点 M 为 曲 
线 上 的 动 点 , 则 两 线 东 A(M) 与 BCM) 成 射影 对 应 , 即 有 
ACM)AB(CM) 。 

证 明 如 图 7-1 所 示 , 设 二 阶 曲 线 是 由 两 线束 OCP) 和 
O(P) 产 生 的 , 设 OPNAM=K,0'ANO0B=S,BMNO'P= 
K',OBNAM==B',OANBM==A’, 则 有 


ls 


O(A,B,P,M) XO'(A,B,P,M)， 
所 以 有 
(A,B',K,M) AO(A,B,P,M) 0' (A,B,P,M) A(A’,B,K’,M), 
即 有 
(A,B’',K,M) AA’,B,K’,M). 

由 于 这 两 个 点 列 底 的 交点 M 是 自 对 应 点 , 故 有 (A,B',K,M)A(A',B,K',M)。 于 是 由 
透视 对 应 的 定义 ,直线 AA',BB',KK' 共 点 于 S。 这 说 明 当 点 M 在 曲线 上 变动 时 ,以 OP 为 
底 的 点 列 (K) 与 以 O'P 为 底 的 点 列 (K') 间 的 对 应 是 透视 对 应 ,对 应 点 的 连 线 KK' 通 过 一 定 
点 S, 所 以 有 ACM)AOP(K)AO'P(K')AB(MD), 即 有 ACM)AB(M)。 

推论 1 如 果 平 面 上 5 个 点 中 任意 三 点 都 不 共 线 ,那么 这 5 个 点 可 以 确定 唯一 一 条 二 
阶 曲 线 。 

推论 2 ”如 果 从 二 阶 曲线 上 任 一 点 向 此 二 阶 曲线 上 4 定点 连 4 条 直线 ,那么 此 4 条 直 
线 的 交 比 (假设 交 比 有 意义 ) 为 常数 。 

例 1 求 两 个 成 射影 对 应 的 线束 zi1 一 Xzs 二 0 与 zs 一 pzs 一 0( 其 中 十 px 一 1) 所 构成 的 二 
阶 曲线 的 方程 。 

解 ” 由 4 十 1 二 1 得 /一 1 一 人 , 则 两 线束 为 


罗 一 zs 一 0， 
zz 一 (1 一 1M)zs 一 0， 
即 
人 一 Mxzas 一 0， 
(zz 一 Z3) 十 Mzas 一 0。 
由 于 1 与 4 这 丙 个 数 不 全 为 ,所以 有 | =0, 即 
Ta Xs Er 


ziza 十 zzzas 一 2 一 0， 

从 而 得 所 求 的 二 阶 曲线 的 方程 。 

以 上 是 从 点 几何 的 观点 出 发 给 出 二 阶 曲线 的 定义 及 有 关 性 质 ,由 对 偶 原则 ,还 可 以 从 线 
几何 的 观点 出 发 给 出 相关 的 定义 及 定理 。 

定义 1.2 在 射影 平面 上 , 齐 次 线 坐标 [i ,xs 'xs] 满 足 三 元 二 次 方程 

aliuf 二 aw 十 asau3 十 2atzuiuz 十 2alsuius 十 2a2suzus 一 0 {1-2 

的 直线 的 集合 叫做 射影 平面 上 的 二 级 曲线 。 在 方程 (1-3) 中 ,系数 ay 为 实数 且 至 少 有 一 个 
不 为 零 , 方 程 (1-3) 叫 做 射影 平面 上 的 二 级 曲线 的 方程 。 

方程 (1-3) 可 简写 成 


3 
六 Ta 一 本 其 中 一 a 
in 一 1 


方程 (1-3) 也 可 以 表示 成 如 下 的 矩阵 形式 : 


1/ 1/ 1/ 
QU daw ays||u 


(wu us us)lan a ass||u|= 0, (1-4) 


1 1/ 1/ 
Q3l daz Q33) luUs 


其 中 和 矩阵 4 一 (eg) 叫 做 二 级 曲线 (1-3) 的 系数 矩阵 ,14 "| 或 1 和 | 表示 系数 行列 式 ,aj5 一 az 。 
二 阶 曲线 与 二 级 曲线 统称 为 二 次 曲线 。 


1.2 二 次 曲线 的 射影 定义 


定义 1.3 二 阶 曲线 就 是 两 个 射影 线束 对 应 直线 交点 的 全 体 。 对 偶 地 有 ,二 级 曲线 就 
是 两 个 射影 点 列 对 应 点 连 线 的 全 体 。 

由 于 射影 对 应 可 分 为 透视 对 应 与 非 透视 对 应 两 种 ,如 果 只 对 透视 的 射影 对 应 而 言 , 我 们 
给 出 如 下 定义 。 

定义 1.4 两 个 透视 对 应 线束 .对 应 直线 交点 的 全 体 叫 做 退化 的 二 阶 曲线 。 对 偶 地 有 ， 
两 个 透视 对 应 点 列 中 ,对 应 点 连 线 的 全 体 叫 做 退化 的 二 级 曲线 。 

容易 知道 ,连接 两 线束 中 心 的 直线 既 属于 第 一 线束 ,又 属于 第 二 线束 , 它 是 自身 对 应 的 ， 
所 以 这 条 直线 上 任 一 点 都 可 以 看 为 是 交点 。 因 此 ,退化 的 二 阶 曲线 是 两 条 直线 (点 列 ) ,其 中 
一 条 为 此 直线 , 另 一 条 就 是 对 应 直线 交点 所 在 的 直线 。 在 极限 情况 下 ,这 两 条 直线 可 重合 为 
一 条 直线 ,如 图 7-2(a) 所 示 。 


3 
ey 
L’ 由 
(a) (b) 


图 7-2 


类 似 地 有 ,两 个 透视 点 列 底 的 交点 既 属 于 第 一 点 列 .又 属于 第 二 点 列 , 它 是 自身 对 应 的 ， 


所 以 过 这 个 交点 的 任 一 直线 都 可 以 看 为 是 连 线 。 因 此 ,退化 的 二 级 曲线 是 两 个 点 (线束 ) ,其 
中 一 个 为 此 交点 , 另 一 个 就 是 对 应 点 连 线 的 交点 。 在 极限 情况 下 ,这 两 个 点 可 重合 为 一 点 ， 


如 图 7-2(b) 所 示 。 
与 退化 的 二 阶 曲 线 和 退化 的 二 级 曲线 相反 ,有 非 退 化 的 二 阶 曲 线 和 非 退 化 的 二 级 曲线 。 
定义 1.5 有 两 个 非 透视 的 不 共 中 心 的 射影 对 应 线 东 ,其 对 应 线 交点 的 全 体 叫 做 非 退 
化 的 二 阶 曲线 。 对 偶 地 有 ,有 两 个 非 透视 的 不 共 底 的 射影 对 应 点 列 , 其 对 应 点 连 线 的 全 体 叫 


做 非 退化 的 二 级 曲线 。 
1.3 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 关系 


先 讨论 二 阶 曲线 与 直线 的 相关 位 置 。 
设 两 个 点 P,Q 的 坐标 分 别 为 PCp1.pz ,ps) ,QCgq1.qz,qs), 直 线 PQ 上 任意 点 的 坐标 为 
(ziyzzyzs), 则 有 
万 一 页 十 Mi， 守 一 1,2,3。 
以 下 先 求 直 线 PQ 与 二 阶 曲线 


的 交点 。 
将 志 ==pi 十 %g; 代入 上 式 得 
ii =:06 
化 简 整理 得 
(Dena 十 (Dep + 站 所 Bespw, 一 0。 (a 


若 点 Q 不 在 此 二 阶 曲 线 上 , 则 式 (1-5) 是 关于 4 的 二 次 方程 。 为 了 书写 简便 ,我 们 先 引 
人 以 下 记号 : 


Xl 
3 一 Si = (x xX: ZX)Alz:|, 
it 机 
3 bi 
Sw = Daspip;= (p: p: ps)A 中 
上 ps 
3 qi 
So 二 Dasqig; = (gq 9 qi)Alg:|， 
j=1 本 
3 qi 
性 Daspa; 一 (CD p: ps)A 中 
gs 
3 pi 
So = 了 = (gq gq: 9 )4|z2 |， 
j= 
ps 


3 
Ss = Daspizi 一 (加 p: ps)A 
=1 


Xl 
TE | 


Xl 


六 2 | ， 


3 
.== Bava 一 (qg qz gqg3)A 
i,j=1 


Ts 


其 中 人 4 是 方程 (1-1) 中 的 系数 和 矩阵。 由 于 or 一 oi ,所 以 Sm 一 So ,车 坐标 (p1,pzsp3) 和 (gi， 
gz ,gs ) 为 常数 ,而 (zi'zz,zs) 为 变量 , 则 S 为 二 次 齐 次 式 ,S。 和 S, 为 一 次 齐 次 式 ,Smw,Sw 和 
Sm 为 常数 。 

若 采 用 以 上 记号 , 则 式 (1-5) 可 写成 

So: 十 2SmA 十 Sm = 0。 (1-6) 

当 So 一 SwSm 二 0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 有 两 个 实 交 点 , 即 直 线 与 二 阶 曲 线 相 割 ,该 直线 
叫做 二 阶 曲线 的 割 线 ; 

当 S$ 一 SmSpp 二 0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 没有 实 交点 , 即 直线 与 二 阶 曲线 相 离 ; 

当 So 一 SwSm 一 0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 有 两 个 重合 实 交 点 , 即 直线 与 二 阶 曲线 相 切 ,该 
直线 叫做 二 阶 曲线 的 切线 。 

以 下 讨论 如 何 求 过 非 退化 二 阶 曲线 上 一 点 处 的 切线 方程 。 

设 点 PCba pa,ps) 在 二 阶 曲线 S 一 0 上 ,于 是 Sm 一 0, 从 而 方程 (1-6) 有 一 根 为 零 ,又 过 
点 书 的 切线 与 S=0 有 两 个 重合 实 交 点 ,所 以 方程 (1-6) 中 有 重 根 且 4 的 另 一 根 也 为 零 , 于 
是 由 方程 (1-6) 可 知 Sw 二 0。 现 取 切 线 上 的 一 动 点 Q, 设 点 Q 的 坐标 为 (zi,zz,zs), 从 而 有 
So 一 0, 即 以 PCpi,p::p3) 为 切 点 的 切线 方程 为 
1 
Ss 三 (p: p: ps)A 一 5 (1-7) 


Zs 


Ta 
但 是 ,如 果 点 P 不 在 二 阶 曲线 S 二 0 上 时 ,那么 又 该 如 何 求 过 点 了 的 切线 方程 呢 ? 
设 点 Q 是 通过 点 卫 的 切线 上 的 任意 点 , 则 切线 PQ 交 二 阶 曲线 于 重合 点 ,因此 方程 (1-6) 
有 两 个 相等 的 实 根 ,所 以 Smw“。Sw 一 S%。 由 于 Q 是 通过 点 P 的 切线 上 的 任意 点 ,可 将 (qi， 
gg3) 写 成 (zi'za'za) ,这 时 Sw ,Sn 分别 变 成 S,S,, 所 以 ,以 Q 为 动 点 轨迹 通过 点 P 的 切 
线 方程 为 


S%*S= S;, (1-8) 
它 表示 过 点 了 的 两 条 切线 。 特 别 地 . 当 点 了 在 二 阶 曲线 上 ( 即 Sw 二 0) 时 ,两 切线 重合 为 


SC=0, 
对 偶 地 ,可 以 讨论 二 级 曲线 与 点 的 相关 位 置 以 及 求 非 退 化 二 级 曲线 的 任意 直线 上 的 切 
点 的 方程 。 


例 2 求 二 阶 曲线 67i 一 x3 一 24z3 十 11xzzr3 二 0 经 过 点 P(1,2,1) 的 切线 方程 。 
解 将 点 P 的 坐标 代入 二 阶 曲线 方程 中 得 Sw 二 0, 所 以 点 P 在 二 阶 曲线 上 , 故 所 求 切 
线 方程 是 S, 二 0, 即 


6 0 0 
WL | 
证 区 入 一 | ga 
二 
入 和 烈 | Ys 
化 简 整理 得 
12zi 十 7zz 一 26zs 一 0 
为 所 求 的 切线 方程 。 


例 3 求 通过 直线 ![1,3,1] 和 直线 m[1,5, 一 1] 交 点 且 属 于 二 级 曲线 4uf 十 wu 一 2u3 二 0 
的 直线 。 
解 ”通过 直线 /[1,3,1] 和 直线 m[1,5, 一 1] 交 点 的 直线 的 线 坐标 为 
[1,3,1]+a[l,5,—1] = [1 十 ,3 十 5,1 一 和 ]。 
又 由 此 直线 属于 二 级 曲线 4 好 十 址 一 2 好 一 0, 所 以 有 
4(1 十 A)? 十 (3 十 54)? 一 2(1 一 2)? 一 0， 


即 
27X? 十 424 十 11 一 0， 
解 得 
= 大 = 时 
= 一 pe 


所 以 所 求 直 线 的 坐标 为 [1,2,2] 和 [一 1, 一 14,10], 如 图 7-3 
所 示 。 

下 面 讨论 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 关系 。 

定理 1.3 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 切线 的 集合 是 一 
条 非 退 化 的 二 级 曲线 ; 反 过 来 ,一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 的 切 
点 的 集合 是 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 。 

证 明 (1) 已 知 非 退 化 二 阶 曲线 的 方程 为 


[-1,-14,10] 


号 Dasziz; 0, as=anx, |as| 关 0。 
车 点 PCpi, pz,ps) 是 二 阶 曲线 的 一 条 切线 [i ,ususj 的 切 点 , 则 这 条 切线 的 方程 为 
Ss, 一 0, 即 
Qanpit awpst asps _ anpit azps tt azsps _ aapit asspst assps 到 


Ul Uz Us 


其 中 是 非 零 常数 ,所 以 有 


api 十 alizpz 十 alsps 一 Al 一 0， 
je 十 azzpz 十 azsps 一 kuz 一 0， (1-9) 
asl 力 十 asspz asp3— kus 一 0。 
又 因 点 了 在 切线 Lu ,xz ,xs] 上 , 故 有 

upit ups usps 一 0。 (1-10) 
由 于 pi ,ps,ps*k 是 不 全 为 零 的 数 ,所 以 由 方程 (1-9) 和 方程 (1-10) 可 知 


=0, 
U3l dd32 4d33 U3 
ul uz us 0 
将 这 个 行列 式 展开 得 
3 
DAsuiu; = 0, (1-11) 
‘j=l 


其 中 Ar 为 ar 在 (az) 中 的 代数 余子 式 , 且 As 二 Ai,|As| 二 |as1? 取 0。 

当 切 线 [ua ,xs ,zs] 变 动 时 ,方程 (1-11) 是 含有 变量 坐标 ui, wz ,us 的 方程 , 它 就 是 二 阶 
曲线 S=0 的 任 一 切线 的 线 坐 标 所 满足 的 方程 ,表示 的 是 一 条 非 退化 的 二 级 曲线 。 我 们 把 
它 叫做 二 阶 曲线 S=0 所 对 应 的 二 级 曲线 。 

(2) 对 偶 地 , 非 退化 的 二 级 曲线 


/ / / / 
T= >)aguat 一 0， ays=ax, |asl0 


所 对 应 的 切 点 的 方程 为 
QU aa a Il 
4 A an Z|_ 
aa da Q33 Ta 
i 0 
展开 得 
Da Tit = 0, (1-12) 


其 中 A5 为 a5 在 (a5 ) 中 的 代数 余子 式 、 A 三 A%,|A5| 三 |as1? 关 0, 它 就 是 二 级 曲线 T= 
0 的 任 一 条 直线 上 的 切 点 所 满足 的 方程 .表示 的 是 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲 线 。 我 们 把 它 叫 做 
二 级 曲线 T=0 所 对 应 的 二 阶 曲线 。 


1.4 帕斯卡 和 布 利安 桑 定理 


时 在 1640 年 ,帕斯卡 发 现 了 下 面 著名 的 射影 几何 定理 。 
定理 1.4( 帕 斯 卡 定理 ) ”对 于 任意 一 个 内 接 于 非 退 化 的 二 阶 曲 线 的 简单 六 点 形 , 它 的 3 


对 对 边 的 交点 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 叫做 帕斯卡 线 。 

1806 年 , 布 利安 桑 发 现 了 又 一 著名 的 射影 几何 定理 。 

定理 1.5( 布 利安 桑 定理 ) 对 于 任意 一 个 外 切 于 非 退 化 的 二 级 曲线 的 简单 六 线形 , 它 
的 3 对 对 顶点 的 连 线 通过 一 个 点 ,这 个 点 叫做 布 利安 桑 点 。 

这 两 个 定理 的 发 现 ,相隔 了 166 年 ,然而 它们 其 实 是 两 个 相互 对 偶 的 命题 。 

对 于 两 个 定理 的 证 明 ,我 们 只 需 证 明 其 一 即 可 。 下 面 我 们 来 证 明 帕 斯 卡 定理 。 

证 明 ”如 图 7-4 所 示 , 设 简单 六 点 形 A1AsA3A:AsAs, 其 3 对 对 边 交点 分 别 为 点 工 ,M， 
NN, 即 AiAzs 站 A4As==L,AzAs 门 AsAs= 二 M,AsA4 门 AoAi1==NN, 以 点 A1,As 为 中 心 ,分 别 连 接 
其 他 4 点 ,由 本 章 定理 1.2, 可 知 A1(As,As,As,As)AA3(As,As,As,As)。 设 A1As 门 A4As= 
P,AsAsNAsAs=Q, 则 Ai(Az,As,As,Ao)AL, As,As,P),As(Az,As,As,As)AM,Q, 
As ,As)。 

所 以 (L,As,As,P)ACM,Q,As,As)。 由 于 点 As 是 两 个 点 列 底 的 交点 ,所 以 有 

(L,As,As,P) A(M,Q,As,As)。 
因此 LM,AiQ,PAs 三 线 共 点 ,又 由 Ai:QN PA 二 NN, 故 点 L,M,N 共 线 。 

定理 1.6( 帕 斯 卡 定理 的 逆 定 理 ) 如 果 简 单 六 点 形 的 3 对 对 边 的 交点 在 一 条 直线 上 ， 
那么 此 六 点 形 必 内 接 于 一 条 二 阶 曲 线 。 

将 帕斯卡 定理 的 证 明 过 程 反 推 回去 即 可 证 明 帕斯卡 定理 的 逆 定 理 。 

由 于 布 利安 桑 定理 是 帕斯卡 定理 的 对 偶 命 题 , 由 以 上 两 定理 的 证 明 可 知 布 利安 桑 定理 
及 其 道 定理 也 成 立 。 图 7-5 是 布 利安 桑 定理 的 图 形 表示 。 


下 面 以 帕斯卡 定理 为 例 , 考 虑 两 个 定理 的 特殊 情况 : 

(1) 五 点 形 情况 : 此 时 将 五 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 一 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 ,两 个 相 
邻 点 的 连 线 变 成 重合 点 的 切线 , 则 可 得 如 下 结论 : 

内 接 于 一 条 非 退化 的 二 阶 曲线 的 简单 五 点 形 ,一 边 与 其 所 对 顶点 的 切线 的 交点 ,以 及 其 
余 两 对 不 相 邻 的 边 的 交点 共 线 ,如 图 7-6 所 示 。 

(2) 四 点 形 情况 : 此 时 将 四 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 两 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 , 则 可 得 


如 下 结论 : 
@ 内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 四 点 形 , 两 对 对 边 的 交点 及 其 对 顶点 的 切线 的 


交点 ,所 得 的 4 点 必 共 线 , 如 图 7-7 所 示 ; 


4 


图 7-6 图 7-7 


@ 内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 四 点 形 ,一 对 对 边 的 交点 与 另 一 对 对 边 中 每 一 
条 与 其 对 顶点 的 切线 的 交点 ,所 得 的 3 点 必 共 线 , 如 图 7-8 所 示 。 

(3) 三 点 形 情况 : 此 时 将 三 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 3 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 , 则 可 得 如 
下 结论 : 

内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 三 点 形 , 其 每 一 顶点 处 的 切线 与 对 边 的 交点 ,所 得 
的 3 点 必 共 线 , 如 图 7-9 所 示 。 


对 偶 地 ,可 以 得 到 布 利安 桑 定理 的 3 种 情况 ,请 读者 自行 写 出 。 


1.5 二 次 曲线 的 极点 与 极 线 


设 二 阶 曲线 C 的 方程 为 六 1 aziri 一 0 其 中 必 一 oi* 且 我 们 假设 二 阶 曲 线 C 是 非 退化 


的 , 即 不 退化 为 两 条 直线 , 即 系数 矩阵 4 一 (oz ) 的 秩 为 3 或 |az| 天 0。 
下 面 我 们 求 不 在 二 阶 曲 线 C 上 的 两 个 已 知 点 P,Q 的 连 线 PQ 与 二 阶 曲线 C 的 交点 。 
设 点 P,Q 的 坐标 分 别 为 P(pi.zpz ,ps),QCqi qz :9q) .直线 PQ 上 任 一 点 X 的 坐标 为 
(ziyzzyzs), 则 有 


Xi = pi+Agi, i= 1,2,3。 
若 点 X 在 二 阶 曲线 C 上 , 则 其 坐标 (zi zzzs) 满 足 二 阶 曲线 C 的 方程 , 即 
az( 广 十 iD( 方 十 9 站 一 0， 
整理 后 得 
(Daa) 十 (2 Daspas) + Daipip; 一 0， 
这 是 一 个 关于 4 的 二 次 方程 , 设 入 ,Xz 为 其 两 根 , 于 是 有 两 个 交点 
P'szi = pi+Mq:ss Qi 一 记 十 lag， i= 1,2,3; 

所 以 4 点 P,Q,P',Q' 所 成 的 交 比 是 (PQ,P'Q') = 全。 

定义 1.6 如果 两 点 P 与 Q 的 连 线 与 二 阶 曲线 C 相交 于 点 P',Q', 且 (PQ,P'Q')= 
一 1, 那 么 点 了 与 点 Q 叫做 关于 二 阶 曲线 C 调和 共 郝 ,或 点 P 与 点 Q 叫做 关于 二 阶 曲 线 C 
成 共 示 点 。 


3 
定理 1.7 不 在 二 阶 曲线 S 圭 》) uizizij 一 0 上 的 两 个 点 PCpi,pz,ps3) ,QCq1,q214q3) 关 
jl 


于 该 二 阶 曲线 成 共 斩 点 的 充 要 条 件 是 Sw 二 0。 
证 明 设 直线 PQ 与 二 阶 曲线 S=0 交 于 P',Q 两 点 , 且 坐 标 分 别 为 PC 户 十 Nigi)， 


QCpr 二 和 gi) wi 一 1,2,3。 因 为 (PQ,PQ) 一 企 , 于 是 点 P,Q 成 共 纯 点 的 条 件 是 外 一 一 1, 即 


十 lz = 0。 
而 ja ,hs 是 二 次 方程 


3 3 3 
( oo 过 (2 Daipis ha 只 Daspips = 
bj=1 j=1 j=1 


3 
的 两 个 根 ,利用 根 与 系数 的 关系 ,所 以 入 十 4 二 0 的 充 要 条 件 是 》) aspigj==0, 即 Sw 一 0。 
j=1 


由 于 i 二 ax :因此 也 可 写成 Sw 二 0, 这 说 明 点 了 与 点 Q 的 地 位 是 对 称 的 。 
定理 1.8 不 在 二 阶 曲 线 上 的 一 个 定点 关于 这 条 二 阶 曲 线 的 调和 共 轿 点 的 轨迹 是 一 条 
直线 。 


证 明 设 二 阶 曲线 的 方程 为 S 三 》) aszxizj; 二 0, 定 点 P(p1,ps,ps) 关 于 S=0 的 调和 


j=1 


共 思 点 为 Q(x1 ,zz ,x3), 于 是 由 本 章 定理 1.7 知 ,两 点 P,Q 互 为 共 红 点 的 充 要 条 件 是 S% 一 
0。 现 在 把 P(pi,p:,ps) 看 做 定点 ,而 把 QCzi'zz'zs) 看 做 动 点 , 则 有 So 一 0, 这 是 关于 zi， 
Zz ,Ts 的 一 次 齐 次 方程 ,所 以 点 Q 的 轨迹 是 一 条 直线 , 即 定点 P(zai ,pa ,ps) 关 于 二 阶 曲 线 
S 二 0 的 调和 共 轰 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,如 图 7-10 所 示 。 

定义 1.7 定点 书 关 于 二 阶 曲线 的 共 生 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,这 条 直线 叫做 点 已 关于 此 


二 阶 曲线 的 极 线 , 点 了 叫做 这 条 直线 关于 此 二 阶 曲线 的 极点 。 
定理 1.9 如果 点 了 在 二 阶 曲 线 上 ,那么 点 了 的 极 线 为 
二 阶 曲 线 在 点 卫 处 的 切线 。 


证 明 因为 点 P 在 二 阶 曲线 S=0 上 ,所 以 2 ap 一 
0。 设 点 Qi ,0 ) 为 点 已 关于 二 阶 曲线 S=0 的 任意 一 
共 斩 点 , 则 有 > aspiq; 一 0, 且 直 线 PQ 与 二 阶 曲 线 的 两 个 


交点 为 P'(p; i Q (pi 十 A291) ,i 二 1,2,3, 其 中 X14,Xz 是 
二 次 方程 


( Dea) + (23pa) 中 pip 一 0 
的 两 个 根 , 由 于 2) az 思 太一 0， 3 asp:9; 二 0, 所 以 得 到 


[se 
( Darga) 三 获 
j=1 


故 久 二 hs 二 0。 

这 说 明 , 点 了 的 任意 一 个 共 轿 点 与 点 P 的 连 线 交 二 阶 曲线 于 两 个 重合 的 点 ,并 且 就 是 
点 了 本 身 。 因 此 ,点 了 的 一 切 共 思 点 都 在 以 点 P 为 切 点 的 切线 上 。 

由 以 上 的 讨论 可 知 ,对 于 平面 上 任 一 点 已 ,无 论 它 的 位 置 如 何 , 点 已 关于 一 条 二 阶 曲线 


S= >) uizizij 一 0 的 极 线 的 方程 永远 是 S, 二 0。 
ij=1 
定理 1.10 每 条 直线 对 于 二 阶 曲线 总 有 确定 的 极点 。 


3 
证 明 设 直线 / 的 方程 为 wz 十 uazs 十 dazs 一 0, 二 阶 曲线 的 方程 为 == or 
这 
0,as =axs |as|A0。 
车 点 PC(p1,pz ,ps) 是 直线 /的 极点 , 则 点 了 的 极 线 
So = (anpi tarwpzt asps)nit Canpi ap arps)ret anpitaspe tassps)rs 一 0 
应 与 直线 ! 重合 , 即 
Qupit awpst awsps _ aapit azps tt azsps _ aapit asspst assps 


WU Uz Us 


0， 
亦 即 
aap1 十 azz 力 : 十 azsps = kus, (1=139 


aap1t aszps 十 assps 一 Rus。 
由 于 |as| 关 0, 所 以 线性 方程 组 (1-13) 有 唯一 解 , 即 已 知 直线 / 的 极点 P 唯一 确定 。 


| 十 aizzpzs 十 aiszps = kui, 


线性 方程 组 (1-13) 叫 做 已 知 直线 的 极点 公式 。 
例 4 求 点 P(1, 一 1,0) 关 于 二 阶 曲线 3zi 十 5z3 十 zs 十 7zazz 十 4zizrs 十 5zzzs 一 0 的 极 


线 的 方程 。 


7 
多 
1 
7 5 i 
解 由 Bs=X1 一 E 的 | 到 瑟 za | 二 0, 即 得 
5 
关 


zl 十 3zz 十 zs 一 0 
为 所 求 。 
例 5 求 直线 1/:3zi 一 zz 十 6zs 一 0 关于 二 阶 曲线 z 十 z 一 2zizs 十 2zlizs 一 6zzzs 一 0 的 
极点 的 坐标 。 
解 ” 设 点 PCp zz,ps) 为 所 求 极点 , 则 有 


1 -1 1f 户 3 
1 1 —3||p | 
1 —3 olps 6 


即 
作 —p:s+ps = 3, 
ma 十 加 一 3p3 一 一 1， 
pi—3p: 一 6。 
解 如 上 线性 方程 组 得 


Pi=3, p: 1， ps ls 
故 为 所 求 极点 的 坐标 是 (3, 一 1, 一 1)。 


1.6 配 极 原则 与 配 极 对 应 


定理 1.11( 配 极 原则 ) ”如 果 点 已 的 极 线 通过 点 Q ,那么 点 Q 的 极 线 也 通过 点 P。 
证 明 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 Ss= 》) asziz; 二 0, 点 了 的 坐标 为 (pi1,ps,ps), 点 QQ 的 坐 


j=1 


标 为 (qi ,gz ,gs) ,于 是 ,点 己 关 于 S=0 的 极 线 为 5S, 二 0, 点 Q@ 关 于 S=0 的 极 线 为 5 二 0, 又 
因为 点 P 的 极 线 通 过 点 Q@, 所 以 有 Sw 二 0。 又 由 于 Sw 二 Sw :所 以 So 二 0, 这 表示 点 Q 的 极 
线 S,=0 通过 点 P。 

推论 1 两 点 连 线 的 极点 是 此 两 点 极 线 的 交点 ; 两 直线 交点 的 极 线 是 此 两 直线 极点 的 
连 线 。 

推论 2 共 线 点 的 极 线 必 共 点 ; 共 点 线 的 极点 必 共 线 。 


推论 3 如果 直 线 PA,PB 是 二 阶 曲线 的 切线 , 且 点 A,B 为 切 点 ,那么 直线 AB 是 点 P 
的 极 线 。 


设 有 二 阶 曲 线 5 三 2 aixzizi 一 0, 并 假设 它 是 非 退 化 的 , 即 设 |ay | 天 0。 设 PCzivzs， 
2 ) 为 已 知 点 ,用 QCyi ,ys) 表 示 点 己 的 极 线 上 的 任意 一 点 的 坐标 , 则 点 卫 的 极 线 方程 为 


p = 〈Qizl 十 aizrzz 十 azs)yi 十 (aslzl azzz 十 azszs)ya 十 (asizl 十 aazzs 十 asszs)ys 一 0。 


这 条 极 线 的 线 坐标 为 


CU1 QZI Ta12T2 TT a13T3, 


puz = Q2171 十 azzZ2 十 Q2sTZ3， (1-14) 


pus = aalzl 十 aazz2z 十 Qssza。 
因为 |as | 去 0, 则 可 由 线性 方程 组 (1-14) 解 出 ziyzs,zs 得 
J Auia 十 Aluz 十 Alsxs， 
js Aziu + Azzus + Azsus, (1-15) 


or3 = Aaiia tt Aszuz + Assus, 


其 中 Ay==Ai，,|As|=|as |? 关 0。 

由 式 (1-14) 和 式 (1-15) 可 知 ,给 定 一 点 ,有 一 条 直线 (已 知 点 的 极 线 ) 和 它 对 应 ; 反之 ， 
给 定 一 条 直线 ,有 一 个 点 (已 知 直线 的 极点 ) 和 它 对 应 。 

所 以 在 射影 平面 上 ,对 于 已 知 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 而 言 ,极点 与 极 线 构成 点 与 直线 之 
间 的 一 一 对 应 。 

定义 1.8 把 射影 平面 上 的 点 与 它 关于 一 条 非 退化 二 阶 曲线 的 极 线 之 间 的 一 一 对 应 叫 
做 配 极 对 应 。 

配 极 对 应 是 一 种 异 素 对 应 ,其 代数 表达 式 由 式 (1-14) 和 式 (1-15) 给 出 。 

配 极 对 应 使 得 以 点 为 元 素 的 图 形 转化 成 以 直线 为 元 素 的 图 形 , 同 时 把 以 直线 为 元 素 的 
图 形 转化 成 以 点 为 元 素 的 图 形 。 在 配 极 对 应 下 ,射影 平面 上 的 每 一 个 由 点 与 直线 构成 的 平 
面 图 形 FF 对 应 另 一 个 由 直线 与 点 构成 的 平面 图 形 F',F 和 F' 这 样 的 一 对 图 形 叫 做 配 极 图 
形 , 当 然 下 和 F' 是 互 为 配 极 图 形 。 例 如 ,四 点 形 和 四 线形 就 是 互 为 配 极 图 形 。 特 别 地 ,如 果 
一 个 图 形 与 它 的 配 极 图 形 重合 , 则 此 图 形 叫 做 自 配 极 的 。 配 极 对 应 不 但 使 图 形 转变 为 对 偶 
图 形 , 而 且 还 使 射影 性 质 转变 为 对 偶 性 质 。 


2 二 次 曲线 的 射影 分 类 


对 于 二 次 曲线 的 射影 分 类 ,其 方法 是 选取 适当 的 射影 坐标 系 来 化 简 二 次 曲线 的 方程 。 
本 节 主 要 讨论 用 点 坐标 表示 的 二 次 曲线 (二 阶 曲 线 ) 进 行 射影 分 类 ,对 于 用 线 坐 标 表 示 的 二 


级 曲线 的 射影 分 类 可 以 对 偶 地 推广 。 


2.1 二 阶 曲线 的 奇异 点 


定义 2.1 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 $= >， azizi 一 0(o 一 az), 则 凡 满 足 线性 方程 组 


QuT1 下 Q1272 二 QI1373 0， 
azl7l 十 QzzTz 十 azszs 一 0， (2-1) 


aaTl 二 dasazTs 十 dasT3 一 0 
的 点 XCz yzayzs) 叫 做 二 阶 曲线 S 一 0 的 奇异 点 ,简称 奇 点 ,线性 方程 组 (2-1) 叫 做 奇 点 方 
程 组 。 若 二 阶 曲 线 的 奇异 点 存在 , 则 必 在 该 二 阶 曲 线 S=0 上 。 
下 面 对 二 阶 曲线 矩阵 4 秩 的 3 种 情况 来 进行 讨论 。 
(1) 当 A 的 秩 为 3 时 ,线性 方程 组 (2-1) 没 有 非 零 解 , 故 二 阶 曲线 没有 奇异 点 。 
平面 上 每 一 点 PCp ,pa ,zs ) 都 存在 唯一 的 一 条 对 应 极 线 
| aunpit awpz 十 asps， 


puz = aapi tt azz 力 : 十 azsps, 62-0 


pus = aapit aszps + assps, 

这 里 Lu ,wz ,usj 关 [0,0,0j] ,否则 线性 方程 组 (2-1) 将 有 非 零 解 , 秩 将 小 于 3。 

在 二 阶 曲线 外 任 取 一 点 Ai ,以 直线 ai 表示 点 Ai 关 省 
于 此 二 阶 曲线 的 极 线 。 在 ea: 上 但 不 在 二 阶 曲线 上 取 一 点 
As; ,以 直线 as 表示 点 As 关于 此 二 阶 曲线 的 极 线 , 则 由 本 a 
章 定理 1.11 可 知 直线 os 必 通 过 A1。 设 点 A; 是 直线 al 
与 as 的 交点 ,由 于 点 As 的 一 个 共 思 点 是 Ai, 一 个 共 轿 点 
是 Az ,所 以 点 As 的 极 线 是 a 一 A1As。 由 三 点 A1, As,As 中 ui 
构成 的 三 点 形 A1AsAs 是 二 阶 曲 线 的 自 极 三 点 形 ?, 如 
图 7-11 所 示 , 这 样 的 自 极 三 点 形 有 无 数 多 个 。 

现在 取 自 极 三 点 形 A1As。As 为 坐标 三 角形 , 则 三 点 图 7-11 
Ai,Azs,As 的 坐标 分 别 为 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), 从 而 
二 阶 曲 线 的 方程 可 以 简化 。 我 们 知道 ,点 P 了 和 点 Q 关 于 二 阶 曲线 成 共 思 点 的 条 件 是 


3 
Daspig; =(anpit awps tasps)qi tt (aanpi tt ap2 + asp3)q 
j=1 


十 (aapit asspz + assp3)gs = 0。 


@ 在 给 定 的 配 极 变换 下 , 若 三 点 形 的 每 个 顶点 的 极 线 就 是 其 对 边 , 则 此 三 点 形 叫 做 给 定 配 极 的 自 极 三 点 形 。 二 次 
曲线 对 应 的 配 极 的 自 极 三 点 形 叫 做 二 次 曲线 的 自 极 三 点 极 。 


于 是 ,由 于 点 Al: 和 点 As 成 共 罗 , 得 aa 一 0, 故 alt 一 0; 由 于 点 Al 和 点 As 成 共 斩 , 得 aa 一 
0, 故 ats 二 0; 由 于 点 As 和 点 As 成 共 生 , 得 a 二 0, 故 aw 二 0。 从 而 ,二 阶 曲 线 的 方程 便 可 
化 简 为 


anzt + anzi+ asz3 = 0。 (2-3) 
由 于 A 的 秩 是 3, 故 anazzass 天 0, 所 以 an ,azz,ass 都 不 为 零 。 
如 果 我 们 作 一 坐标 变换 

Wy 一 ， 
V1 a 

rg 
V | Q22 | 

二 = 
~V Q33 | 


所 作 此 变换 相当 于 选取 适当 的 单位 点 ,根据 式 (2-3) 中 各 项 系数 的 符号 情况 , 则 通过 这 个 变 
换 后 方程 可 以 进一步 化 简 成 为 两 种 情况 : 
二 + 十 二 0， (2-4) 
并 十 并 一 六 二 0。 (2-5) 


因此 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.1 没有 奇异 点 的 二 阶 曲线 分 为 两 类 : 四 虚 二 阶 曲线 ,也 叫 虚 长 圆 曲 线 ,其 方程 
可 以 化 简 成 为 间 十 好 十 呈 一 0; 加 实 二 阶 曲线 ,也 叫 实 长 圆 曲 线 , 其 方程 可 以 化 简 成 为 yf 十 
噶 一 及 一 0。 
(2) 当 A 的 秩 为 2 时 ,线性 方程 组 (2-1) 只 有 两 个 是 线性 独立 的 ,因此 二 阶 曲线 有 一 个 
奇异 点 ,不 妨 设 为 点 Q。 
首先 ,奇异 点 Q 的 极 线 不 存在 ,因此 将 式 (2-2) 右 端 中 的 户 换 成 g; 时 ,因为 点 Q 是 奇异 
点 , 则 有 如 三 好 三 必 二 0, 而 这 不 代表 任何 直线 。 
其 次 , 除 奇异 点 外 任意 一 点 X 的 极 线 都 通过 奇异 点 Q ,这 是 因为 
Gugl 十 xzgz 十 xsgs) 一 (anazl 十 alzzz 十 alszs)gl 十 (azizl 十 azzzz 十 Qzs7Zs)gz 
十 (asizl 十 aazzz 十 aasZs)gas 
二 (allgi 十 aizgz 十 aisgs)Zi 十 (azigl 十 azzgz 十 azsgs)7z 
十 (aaigi 十 aazgas 十 aasga)7a 
一 0zl 十 0zz 十 0zs 一 0。 
也 就 是 说 ,奇异 点 和 平面 上 每 一 点 都 共 轿 。 
现在 取 这 个 唯一 奇异 点 作为 坐标 三 角形 的 顶点 As(0,0,1), 则 由 式 (2-1) 得 as 一 az 一 
ass 一 0。 取 平面 上 任 一 点 (不 在 二 阶 曲线 S=0 上 ) 作 为 坐标 三 角形 的 顶点 Az(0,1,0) ,那么 
点 As 的 极 线 as 由 前 面 所 说 通过 As ,在 直线 as 上 任 取 一 点 作为 顶点 A1(1,0,0) ,如 图 7-12 
所 示 , 由 于 点 A; 和 点 A: 关于 二 阶 曲线 成 共 思 ,和 前 面 (1) 的 讨论 一 样 , 有 a1z 二 0。 在 这 样 


选取 的 坐标 系 下 ,二 阶 曲 线 的 方程 可 简化 为 
an 好 十 azzz 一 0， (2-6) 
其 中 aa 和 az 都 不 为 零 ,否则 曲线 的 秩 将 小 于 2。 
如 果 我 们 作 一 坐标 变换 


2 一 ， 
VianT 
i 2 
Xz 一 i 图 7-12 
根据 式 (2-6) 中 各 项 系数 的 符号 情况 , 则 方程 进一步 可 化 简 成 为 两 种 情况 : 
yi 二 y= 二 0， (2-7) 
yi—y=0。 (2-8) 


因此 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.2 只 有 一 个 奇异 点 的 二 阶 曲线 分 为 两 类 : 两 条 虚 直 线 , 其 方程 可 以 化 简 成 为 
并 十 六 二 0; 回 两 条 实 直线 ,其 方程 可 以 化 简 成 为 yf 一 yi 二 0。 

(3) 当 4 的 秩 为 1 时 ,线性 方程 组 (2-1) 只 有 一 个 是 线性 独立 的 ,因此 二 阶 曲线 有 无 穷 
多 个 奇异 点 ,它们 形成 一 条 直线 。 取 这 条 直线 作为 坐标 三 角形 的 一 边 zi 二 0, 那 么 以 点 
Az(0,1,0) 和 点 A3(0,0,1) 代 入 式 (2-1) 得 


a12 a22 a13 一 Q23 a33 0， 


故 二 阶 曲线 的 方程 可 简化 为 
zi 一 0。 (2-9) 
因此 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.3 有 一 条 直线 上 的 点 都 是 奇异 点 的 二 阶 曲线 是 两 条 重合 的 直线 ,其 方程 可 化 
简 成 为 好 一 0。 


2.2 二 次 曲线 的 射影 分 类 


由 以 上 的 讨论 ,我们 看 到 ,每 一 条 二 阶 曲线 经 过 适当 的 坐标 变换 作用 后 ,也 可 以 说 通过 
选取 适当 的 坐标 系 ,总 可 以 将 二 阶 曲线 的 方程 化 简 为 式 (2-4)、(2-5)、(2-7)、(2-8) 和 式 (2-9) 
中 的 一 种 ,这 些 方程 叫做 二 阶 曲线 的 标准 方程 , 共 代 表 5 类 曲线 。 

综 上 所 述 , 可 以 得 出 二 阶 曲线 的 如 下 5 个 射影 分 类 : 

实 二 阶 曲线 : 好 十 好 一 妇 一 0 
虚 二 阶 曲 线 : 好 十 对 十 了 过 一 0 
两 条 实 直 线 : zf 一 z= 二 0 
两 条 虚 直 线 : zx? 十 zx2 = 二 0 
4 的 秩 为 1 一 两 条 重合 直线 : 好 = 0 


非 退 化 的 二 阶 曲 线 .4 的 秩 为 3 


二 阶 晶 线 i 
退化 的 二 阶 曲 线 | 


与 推广 二 阶 曲线 的 方法 类 似 , 我 们 也 可 以 利用 矩阵 将 二 级 曲线 推广 成 含 退化 情况 在 内 ， 
并 且 根 据 对 偶 原则 ,可 得 推广 后 的 二 级 曲线 的 5 个 射影 分 类 
实 二 级 曲线 : 好 十 好 一 起 一 0 
虚 二 级 曲线 : 好 十 好 十 中 一 0 


非 退 化 的 二 阶 曲 线 ,4 的 秩 为 3 
-nea| 


两 个 实 点 : 好 一 好 一 0 
4 的 秩 为 2 -he 
退化 的 二 级 出 线 | (ti 地 十 哈 一 0 
A 的 秩 为 1 一 一 两 个 重合 实 点 : 好 一 0 
例 1 求 坐标 变换 ,将 二 阶 曲线 好 十 好 十 对 一 6zizz 十 2zrlzs 十 2zzzs 一 0 化 成 标准 方程 。 
= 
解法 1 因为 4 二 | 一 3 1 1| 的 秩 是 3, 取 该 曲线 外 一 点 A1(1,0,0), 则 点 Ai: 关于 
1 | 
该 曲线 的 极 线 ai 方程 是 
1 = if 态 
‘1 0 0I—3 1 1||lz:|=0， 
1 1 alms 


即 
zl 一 3zrz 十 za 一 0。 
在 极 线 wa: 上 取 一 点 Az(3,1,0), 易 知 点 A* 不 在 该 曲线 上 , 则 点 A 关于 该 曲线 的 极 线 


as 方程 是 
一 二 下 人 
(3 1 0)| 一 3 1 | Xz | 一 0， 
1 1 1jlz; 
即 
一 2x 二 za = 0s 


设 极 线 ai 与 极 线 as 的 交点 为 As , 解 得 点 As 的 坐标 是 (1,1,2), 则 点 As 关于 该 曲线 的 
极 线 方程 是 


1 = 他 
如 了 2 一 和 1 1|jz|=0， 
和 1 1) ULzs 
即 
Xs = 0。 
作 坐 标 变换 


pri 一 十 3z2? 十 z3， 
I = EA 


pxs = 2z3?。 


将 此 变换 式 代 入 二 阶 曲线 的 方程 化 简 整 理 得 
2 一 8z3 十 8z3 王 0。 
再 作 坐 标 变换 zy 一 zirys 一 V8zs,rys 一 V8z? ,将 其 代入 上 式 化 简 得 该 曲线 的 标准 方程 为 
H+yi—y = 0。 
解法 2( 配 方法 ) ”经 配方 , 原 二 阶 曲线 的 方程 可 以 写成 
(x1 zz zs) — Brizz = 0。 


作 坐标 变换 


/ 
= Ta2， 


人 dr 


= 
将 此 变换 式 代入 配方 后 的 方程 得 


要 
Xt—8r2rs= 0。 


再 作 坐标 变换 re 一 yr, 一半 二 于 ,一 汪 丰 , 则 得 到 原 二 阶 前 线 的 标准 方程 为 


yy 一 y3 二 0。 


3 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 


如 果 将 仿 射 变换 的 代数 表达 式 


i = anz+tary+ans, au daz 
= 天 0 (3-1 
y = auT 二 a22y 二 423, “a 
用 点 的 齐 次 仿 射 坐标 表示 , 即 设 
2 2 1 2 品 志 斩 Tz 
3 we zxs” 了 Ey 
则 式 (3-1) 可 化 为 
= = el 十 aiz 一 十 as 
3 Xs 
2 二 421 守 十 az 一 十 azs 
Ta3 X3 
设 pz 二 zx3, 则 上 式 就 变 为 
QH 212 dis 


/ 

2 一 Q2171I TT d22T2 十 azsZs， da dz dz23 
/ 

2 一 QassT3a。 0 0 ass 


式 (3-2) 是 用 点 的 齐 次 仿 射 坐标 表示 的 仿 射 变换 公式 。 
显然 , 仿 射 变换 (3-2) 使 得 zs 二 0 变 成 xs 一 0, 可 见 仿 射 变 换 是 将 使 无 穷 远 直线 仍 变 成 


pT1= anzl 十 aazzrs taza 
取 0，p 关 0。 (3-2) 


无 穷 远 直 线 的 射影 变换 。 
因此 本 节 将 以 无 穷 远 直线 不 变 这 一 仿 射 性 质 为 基础 ,来 研究 二 次 曲线 (只 研究 二 阶 曲 
线 ) 的 仿 射 性 质 。 本 节 如 无 特别 说 明 , 所 指 的 二 次 曲线 均 为 二 阶 曲 线 。 


3.1 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 的 相关 位 置 


定义 3.1 在 仿 射 平面 上 , 齐 次 仿 射 坐标 (ziyzzyzs ) 满 足 三 元 二 次 方程 


2 2 2 本 A 
aaxzl 十 azzzz 十 aas73 十 2aiz7zlizzs 十 2alszl7s 十 2azszzzs 一 0 


的 点 的 集合 叫做 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 。 在 方程 (3-3) 中 ,系数 oj 为 实数 且 至 少 有 


为 零 ,方程 (3-3) 叫 做 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 的 方程 。 
方程 (3-3) 可 简写 成 


Dagzizs 二 0， 其 中 四 一 ana 
方程 (3-3) 也 可 以 用 矩阵 表示 为 


al al aws| [x 
(zl Ts Ta) an az as| jzz| 一 0， 
aa ai aa) lxs 


(3-3) 


一 个 不 


其 中 和 矩阵 4 一 (oz ) 叫 做 二 次 曲线 (3-3) 的 系数 矩阵 ,141| 或 oz| 表 示 系 数 行列 式 , 且 ur 一 az 


Qu Qi  Qls au a 
当 |an az as | 天 0 时 , 则 此 二 次 曲线 叫做 非 退 化 的 二 次 曲线 ; 当 |aza az 
a3l Ud32 U33 Q3l ds2 


0 时 ,此 二 次 曲线 叫做 退化 的 二 次 曲线 。 
现在 求 无 穷 远 直 线 zs 二 0 与 二 次 曲线 的 交点 ,把 zs 三 0 代入 方程 (3-3) ,得 
azi 十 2aizzizz 十 azzz8 一 0， 


从 而 解 得 


人 
立 1 二 4 士 Valz 一 allazz 


2 Q11 
因此 , 当 a$ 一 anazz 记 0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 不 相等 的 实 根 ; 
当 叶 一 anaz 一 0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 相等 的 实 根 ; 
当 afs 一 anazz<<0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 共 轿 的 虚 根 。 


(3-4) 


(3-5) 


根据 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 相交 的 情况 , 即 根据 Ass 二 一 (afs 一 anazs) 的 符号 ,我 们 把 


式 (3-3) 所 表示 的 二 次 曲线 进行 分 类 。 


定义 3.2 当 As:>0 时 .方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ; 当 A;; 二 0 时 ， 
方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ; 当 A 二 0 时 ,方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 
双 曲 型 二 次 曲线 。 而 且 , 当 |A| 二 |as| 关 0 时 ,上 述 三 种 类 型 的 二 次 曲线 分 别 叫 做 椭圆 ,抛物 


线 、 双 曲线 。 


由 定义 ,显然 双 曲 线 与 无 穷 远 直线 有 两 个 实 交 点 ( 即 相 割 ) ,抛物 线 与 无 穷 远 直线 只 有 一 
个 实 交点 ( 即 相 切 ) ,椭圆 与 无 穷 远 直线 有 两 个 共 斩 虚 交点 ( 即 通常 意义 下 的 相 离 ) ,我 们 把 二 


次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 交点 叫做 二 次 曲线 上 的 无 穷 远 点 。3 种 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 的 位 
置 关 系 如 图 7-13 所 示 。 


尖 

Ea 

CB 
网 
深 穴 


图 7-13 
由 定义 显然 可 知 ,一 条 非 退 化 二 次 曲线 为 抛物 线 的 充 要 条 件 是 它 与 无 穷 远 直线 相 切 。 


3.2 二 次 曲线 的 中 心 


定义 3.3 ”无穷 远 直线 关于 二 次 曲线 的 极点 ,叫做 该 二 次 曲线 的 中 心 。 


3 
定理 3.1 二 次 曲线 S 寺 》) aszizj=0(ay 二 ai) 的 中 心 坐标 是 (Aa ,As ,Ass)。 
ij=1 


证 明 ” 设 无 穷 远 直 线 zs 一 0 关于 二 次 曲线 S 圭 》) aszizj 一 0 的 极点 是 Cleisczscs)， 
i,j=1 
于 是 由 本 章 已 知 直线 的 极点 公式 (1-13) ,有 


aiicl 十 aizcz 十 alscs = 0， 
as2lcl 十 azzcz 十 azscs 一 0，R 尖 0。 


aslcl 十 aazcz 十 aascs 一 人 ， 


从 而 解 得 
入 通 丰 局 相合 a Aas Q13 an aun dz = (3-6) 
Q22 Ud23 Q23 aal Q21  Q22 
故 二 次 曲线 的 中 心 坐标 是 (As ,As ,Ass ) 。 
定理 3.2 双 曲 线 , 椭 圆 各 有 唯一 中 心 且 为 普通 点 ,而 抛物 线 的 中 心 为 无 穷 远 点 。 
证 明 由 本 章 定理 3. 1 的 结论 可 知 , 当 二 次 曲线 是 椭圆 或 双 曲 线 时 ,由 于 Ass 隆 0, 所 以 
二 次 曲线 的 中 心 C 为 普通 点 ,坐标 为 (As ,As ,Ass); 当 二 次 曲线 为 抛物 线 时 ,由 于 Ass 二 0， 


此 时 中 心 C 为 无 穷 远 点 ,坐标 为 (Asa ,As :0) ,图 7-14 表示 3 种 二 次 曲线 中 心 的 情况 。 
定理 3.3 抛物 线 的 中 心 C 的 坐标 为 (az ,一 an ,0) 或 者 (azz ,一 a12,0)。 


图 7-14 


证 明 当 二 次 曲线 是 抛物 线 时 , 则 a 和 一 anazz 二 0, 且 它 与 无 穷 远 直 线 相 切 ,这 时 无 穷 远 
直线 的 极点 即 为 抛物 线 与 无 穷 远 直 线 的 切 点 C= ,所 以 抛物 线 的 中 心 是 无 穷 远 点 C= ,把 


3 
zs 一 0 代入 S 2) asziz; 0(as 一 az) ,得 
ij 一 0 


2 天 
Qunzi 2awzrizz azri 一 0， 


所 以 
加 ”一 二 十 V 呈 一 anaz 
2 aun 
因为 
q 一 anazz = 0， 
所 以 
Ta 
2 aa 
从 而 


C(ala， 一 aa:0)。 


又 由 唤 一 aunaz 一 0, 得 理 一 经 ,所 以 又 有 Ca ,一 az,0)。 


a a 
注 (1) 因为 无 穷 远 直线 是 仿 射 不 变 图 形 ,所 以 二 次 曲线 的 中 心 具 有 仿 射 性 质 。 
(2) 本 章 中 对 二 次 曲线 中 心 的 定义 3.3 与 第 3 章 第 2 节 中 的 定义 是 一 致 的 。 


在 第 3 章 第 2 节 中 二 次 曲线 中 心 的 定义 为 : 平面 上 一 点 ,如 果 这 个 点 平分 经 过 它 的 二 


次 曲线 的 任意 的 弦 , 那 么 这 点 叫做 该 二 次 曲线 的 中 心 。 现 1. 
证 明 这 两 个 定义 是 一 致 的 。 

证 明 如 图 7-15, 设 无 穷 远 直线 /~ 的 极点 为 点 C, 过 点 
C 任 作 直线 交 二 次 曲线 于 A ,也 , 交 无 穷 远 直 线 /~ 于 点 D-， 
则 (4AB,CD-) 王 一 1, 即 

(ABC) = 一 1， 

所 以 C 是 弦 AB 的 中 点 。 

反 过 来 .如 果 点 C 平分 过 它 的 任意 弦 AB , 则 (ABC) 王 


图 7-15 


3 


一 1, 这 时 点 C 关于 二 次 曲线 的 共 斩 点 均 为 无 穷 远 点 , 即 点 C 的 极 线 是 无 穷 远 直 线 。 

(3) 当 二 次 曲线 表示 抛物 线 时 , 它 的 中 心 坐标 是 (al ,一 an ,0) 或 (azz ,一 Qa12,0), 故 在 欧 
氏 平 面 上 ,抛物 线 的 中 心 不 存 在 。 

我 们 以 后 把 椭圆 和 双 曲 线 叫做 有 心 二 次 曲线 ,抛物线 叫做 无 心 二 次 曲线 。 


3.3 二 次 曲线 的 直径 与 共 抑 直径 


定义 3.4 无 穷 远 点 关于 二 次 曲线 的 有 穷 极 线 叫 做 该 二 次 曲线 的 直径 。 

注 (1) 由 于 中 心 是 无 穷 远 直线 的 极点 ,根据 配 极 原则 ,过 中 心 的 直线 的 极点 必 是 无 穷 
远 点 ; 反之 ,无 穷 远 点 的 极 线 必 通过 中 心 。 因 此 ,直径 又 可 定义 为 : 通过 二 次 曲线 中 心 的 有 
穷 直线 叫做 直径 。 

(2) 在 第 3 章 第 2 节 中 的 直径 定义 为 : 二 次 曲线 的 一 组 平行 弦 中 点 的 轨迹 叫做 该 二 次 
曲线 的 直径 。 这 个 定义 与 上 面 的 定义 3.4 也 是 一 致 的 。 下 面 给 出 证 明 。 

证 明 设 无 穷 远 点 L- 的 极 线 为 p, 过 点 L- 任 作 二 次 曲线 的 割 线 AB, 若 交 p 于 点 C, 则 
(AB,CL-) 王 一 1], 即 (ABC) 王 一 1, 所 以 点 C 是 弦 AB 的 中 点 ,由 于 过 点 工 -的 割 线 AB 的 任 
意 性 , 故 p 为 一 组 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 ,如 图 7-16 所 示 。 

反 过 来 ,容易 证 明 , 车 有 一 组 相交 于 无 穷 远 点 人 ~- 的 平行 弦 , 则 这 组 平行 弦 的 中 点 C 均 
在 点 Ls 的 极 线 p 上 ,如 图 7-17 所 示 。 


Lo» 


A 六 


图 7-16 
(3) 由 于 抛物 线 与 无 穷 远 直线 相 切 , 所 以 无 穷 人 We = i 


远 点 关于 抛物 线 的 极 线 都 过 这 个 切 点 , 即 抛物 线 的 
直径 有 公共 的 无 穷 远 点 , 亦 即 抛物 线 的 直径 是 互相 
平行 的 ,如 图 7-18 所 示 。 
下 面 我 们 讨论 如 何 求 二 次 曲线 的 直径 方程 。 
设 二 次 曲线 的 方程 为 S 圭 bd agrizj 一 0(az = 
di) , 且 无 穷 远 点 为 P(y,X4.0), 则 它 的 极 线 方程 为 图 7-18 


SP 二 0, 即 直径 的 方程 为 


(anzit awzzs tt asza)pt (aazit Azz 十 azsZs)A 一 0。 (3-7) 
当 y 隆 0 时 ,直径 的 方程 也 可 写 为 
azl 十 alzzs 十 alszs 十 RCazazl 十 azzzz 十 azszs) 二 0。 (3-8) 


当 二 次 曲线 表示 抛物 线 时 , 它 与 无 穷 远 直线 的 切 点 为 无 穷 远 点 O- (at ,一 an,0) 或 

(az ,一 ay*0)。 因 为 这 时 的 直径 都 经 过 点 0= ,所 以 直径 是 一 组 平行 直线 ,其 方程 为 
aazl 十 alzzz 十 prs 一 0， (3-9) 
或 


alzzl 十 azzz 十 pzrs 一 0， (3-10) 

其 中 5 是 参数 。 

定义 3.5 二 次 曲线 的 一 条 直径 与 无 穷 远 直 线 交 点 的 极 线 叫 做 该 直径 的 共 赤 直 径 。 

注 (1) 根据 配 极 原则 和 共 轿 直径 定义 可 得 : 两 条 直径 的 共 思 e 关 系 是 相互 的 。 

(2) 由 于 两 互相 共 绒 的 直径 彼此 通过 对 方 的 极点 ,所 以 共 思 直径 的 定义 也 可 叙述 为 : 
通过 中 心 的 两 条 共 力 直线 叫做 共 思 直径 , 且 把 与 一 对 巷 直径 平行 的 方向 叫做 共 罗 方 向 。 

(3) 因为 抛物 线 的 直径 都 通过 抛物 线 与 无 穷 远 直线 的 切 点 ,所 以 抛物 线 的 直径 无 共 思 
直径 。 但 是 抛物 线 的 每 一 条 直径 p 也 平分 一 组 平行 弦 , 如 图 7-19 所 示 , 直径 pp 平分 与 AB 
(经 过 的 极点 Ps 平行 的 那 一 组 弦 。 我 们 把 抛物 线 的 直径 与 其 所 平分 的 弦 的 方向 叫做 共 
和 方向 ,但 不 是 共 斩 直径 。 


图 7-19 


定理 3.4 与 有 心 二 次 曲线 的 一 条 直径 平行 的 一 组 弱 , 被 它 的 共 斩 直 径 所 平分 。 

证 明 如 图 7-20 所 示 , 设 AB,CD 是 一 对 共 轿 直径 ,直线 AB 上 的 无 穷 远 点 己 - 是 直线 
CD 的 极点 ,过 点 P- 引 直线 交 该 曲线 于 点 E,F, 交 CD 于 点 G, 则 有 EFAAB,(CEF,GP-) 一 
一 1, 所 以 点 G 是 线段 EF 的 中 点 ,又 EF//AB. 所 以 CD 平分 与 AB 平行 的 弦 。 

反 过 来 ,如 果 CD 平分 与 AB 平行 的 弦 , 则 CD 一 定 是 AB 与 无 穷 远 直线 的 交点 P- 的 
极 线 , 所 以 CD 是 AB 的 共 斩 直 径 。 

在 图 7-20 中 ,由 配 极 原则 .还 可 以 看 出 .过 两 点 C.D 处 的 切线 必 经 过 CD 的 极点 了 P.， 
所 以 这 两 条 切线 平行 于 AB( 如 图 7-21) .于 是 有 如 下 的 推论 。 


图 7-20 图 7-21 


推论 ”过 一 条 直径 两 端点 的 切线 平行 于 该 直径 的 共 罗 直 径 。 

定理 3.5 ”一 对 共 罗 直径 和 无 穷 远 直线 组 成 一 个 自 极 三 角形 。 

证 明 ” 共 思 直径 的 交点 是 二 次 曲线 的 中 心 C, 点 C 是 无 穷 远 直线 的 极点 。 同 时 一 条 直 
径 与 无 穷 远 直 线 的 交点 正好 是 其 苍 直径 的 极点 ,所 以 它们 组 成 一 个 自 极 三 角形 。 

下 面 我 们 来 讨论 两 条 直径 成 为 共 红 直径 的 条 件 。 

已 知 二 次 曲线 的 方程 为 三 > azizj 一 0(w 一 wz) , 且 它 的 一 条 直径 ! 的 方程 为 


azl 十 alzzz 下 十 ACaznzl 十 azzzz 十 azszs) 一 0。 
设 直径 ! 的 共 懋 直径 /的 方程 为 
amzl 十 aizzz 十 aiszs 十 A (aazi 十 azzzz 十 azszs) 一 0。 
再 设 直径 ! 与 无 穷 远 直线 的 交点 是 已-(aiz 十 azA, 一 au 一 alzA,0) ,点 P- 的 极 线 1 是 7 的 共 
思 直 径 , 则 由 本 章 式 (3-7) 知 /的 方程 为 


(auzi 十 aizzz taza) (a azzk) — (anzi azTrs + aT)(an cawk) 一 0， 
C3-11) 
即 
ailzl 十 aizzaz 十 alias 一 开 寺 2 (enn 十 azzzz 十 azzs) 二 0， 
所 以 
1 ak 
Qlz 二 a22k 
因此 
an 十 qz(k 十 k) 十 azzkk’ 二 0。 (3-12) 


式 (3-12) 是 两 条 直径 /与 1 成 为 共 思 直径 的 条 件 。 
注 车 直径 1 与 直径 1 的 方程 分 别 写成 


planTit awzs 十 alszs) 十 和 Cazzl 十 azzzz 十 azzs) = 0， 


(anzit awzz 十 alszs) 十 和 A(Cazizl 十 azzzz 十 azzs) 一 0。 


则 它们 成 为 共 红 直径 的 条 件 (3-12) 变 形 为 
anpr + an(Mt+ A +azM 一 0。 
判断 二 次 曲线 zizz 十 zzzs 十 zszi 一 0 的 类 型 , 试 求 该 曲线 的 中 心 ,并 求 出 过 点 


(3-13) 


例 1 
(0,1,1) 的 直径 及 其 共 示 直径 的 方程 。 
解 因为 
L 1 
0 合计 
二 下 | 下 
141|= 有 0% 县 
1 1 
[| 
1 1 人 1 
和 | 到 号 | 二 本 | 和 地 i 
31 四 征 Fi 32 和 王 Fi 33 生 4 
2 2 2 2 


所 以 该 二 次 曲线 表示 双 曲 线 , 且 中 心 坐标 为 (1.1, 一 1)。 
设 该 二 次 曲线 一 条 直径 的 方程 为 
二 azzZz 十 azsZs) 0， 


azl 十 alzzz 十 alszrs 十 ACaszl 二 


因为 该 直径 要 过 点 (0,1,1) ,于 是 得 


下 下 
二 十 二 
2 2 


有 
2 


故 所 求 直 径 的 方程 为 2zi 一 zz 十 zs 一 0。 


设 所 求 共 斩 直 径 的 方程 为 
al 十 aizzz 十 aaa 十 A (azizl 十 azzrz 十 azszs) 一 0， 
则 
-= = 
k’ an 二 Tawk 2 
a 十 azzk 了 
2 


故 共 思 直径 的 方程 为 2z1 十 zz 十 3z3 二 0。 
例 2 求 二 次 曲线 x? 一 y? 十 3z+4 
方程 。 


关于 该 曲线 的 极 线 
(a) 


Hy 一 2 二 0 平分 与 直线 2z 十 y 一 0 平行 的 弦 的 直径 的 


解 ”由 于 与 直线 2z 十 y 一 0 平行 的 弦 上 的 无 穷 远 点 为 P- (1, 一 2,0) ,所 求 直径 是 点 P。 


27 十 4y 十 1 = 0。 


3.4 二 次 曲线 的 渐 近 线 


定义 3.6 ”如果 二 次 曲线 上 的 无 穷 远 点 的 切线 不 是 无 穷 远 直线 ,那么 把 此 直线 叫做 该 
二 次 曲线 的 渐 近 线 。 

由 定义 显然 可 得 : 抛物 线 无 渐 近 线 , 双 曲线 有 两 条 实 渐 近 线 , 椭 圆 有 两 条 虚 渐 近 线 。 

渐 近 线 有 如 下 性 质 。 

定理 3.6 二 次 曲线 的 渐 近 线 相交 于 中 心 ,并且 调和 分 离 任何 一 对 共 恩 直径 。 

证 明 如 图 7-22 所 示 , 设 4 和 w 是 二 次 曲线 的 两 条 渐 近 线 ,直线 !,! 是 一 对 共 斩 直 径 。 
因为 浙 近 线 是 无 穷 远 点 处 的 切线 ,所 以 切 点 ,TT 就 分 别 是 1 和 的 极点 ,但 点 TT, TT 在 无 穷 
远 直 线 1 上 ,所 以 /= 通过 渐 近 线 :和 的 极点 。 根 据 配 极 原则 , 渐 近 线 也 通过 !- 的 极点 ,而 
4 的 极点 是 二 次 曲线 的 中 心 , 即 渐 近 线 通过 中 心 :也 就 是 渐 近 线 相交 于 中 心 。 


图 7-22 


设 一 对 共 箔 直径 1,7 与 无 穷 远 直线 /~- 交 于 点 P,P' ,根据 共 思 直 径 的 定义 有 
KEP ==, 
所 以 
(U1’ ,4') =—1, 

即 渐 近 线 调 和 分 离 共 斩 直 径 。 

定理 3.7 如 果 双 曲线 的 一 条 切线 被 它 的 两 
条 渐 近 线 所 截 ,那么 切 点 是 截 得 线段 的 中 点 。 

证 明 如 图 7-23 所 示 , 设 点 C 是 双 曲 线 的 中 
心 , 任 一 切线 AB 与 双 曲 线 相 切 于 点 M, 且 切线 
AB 被 渐 近 线 CA- ,CB- 所 分 别 截 于 点 A 与 也 。 

令 点 Cw 是 AB 与 !- 的 交点 ,D- 是 CM 与 1。 图 7-23 


z 十 ?十 1 一 去 (z 一 33 一 2 一 0。 


27 一 2y 一 1 二 0 和 2z 十 6y 十 5 一 0。 
解法 2 因为 As 二 1,Asz 二 3,Ass 二 一 4, 所 以 二 次 曲线 中 心 的 非 齐 次 仿 射 坐标 为 


(一 地 ,一 说 ) ,将 其 代入 本 章 浙 近 线 方程 (3-16) ,得 
(+ 十) +2(e+ 二 (2 时 -sa 人 ?+ 于 ) = 
化 简 后 求 得 两 条 浙 近 线 的 方程 为 


27 一 2y 一 1 二 0 和 2x 十 6y 十 5 = 二 0。 


4 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 


所 谓 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 就 是 指 在 仿 射 变换 下 对 二 次 曲线 进行 的 分 类 。 
设 二 次 曲线 的 方程 为 


3 
S= Payrizi=0 (ay 一 az)。 (4-1) 


b=1 


在 本 章 第 3 节 中 ,我 们 根据 Ass 二 一 (a 名 一 anazz) 的 符号 将 方程 (4-1) 所 表示 的 二 次 曲 
线 分 了 类 。 当 Ass 二 0 时 ,方程 (4-1) 所 表示 的 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ; 当 Ass 二 0 时 , 方 
程 (4-1) 所 表示 的 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ; 当 A;; 二 0 时 ,方程 (4-1) 所 表示 的 曲线 叫做 双 
曲 型 二 次 曲线 。 

当 |as | 关 0 时 , 则 方程 (4-1) 表 示 的 是 一 条 非 退化 的 二 次 曲线 。 对 于 椭圆 型 的 情形 ,有 
一 种 是 椭圆 ,方程 的 标准 形 为 xf 十 x 一 1 二 0, 当然 又 应 有 另 一 种 标准 形 为 zf 十 x 十 1 二 0, 即 
是 空 集 。 

当 |as | 二 0 时 , 则 方程 (4-1) 表 示 的 是 一 条 退化 的 二 次 曲线 。 根 据 射影 分 类 的 结果 , 齐 
次 坐标 的 标准 形 为 yi 十 二 0 时 ,在 仿 射 平面 上 应 分 为 zi 十 二 0 和 xf 十 1 二 0 两 类 ; 而 当 
标准 形 为 yf 一举 二 0 时 ,在 仿 射 平面 上 应 分 为 zf 一 x2 二 0 和 xf 一 1 二 0 两 类 ; 最 后 还 有 一 类 
标准 形 为 yf 二 0。 

综 上 所 述 ,二 次 曲线 可 以 分 为 以 下 9 个 仿 射 类 : 

(1) Ass 二 0, |as | 关 0, 标 准 方程 x? 一 芷 十 1 二 0, 双 曲 型 , 非 退 化 , 双 曲 线 ; 

(2) A 二 0,|as | 隆 0, 标 准 方程 x 一 2x, 二 0, 抛物 型 , 非 退 化 ,抛物 线 ; 

(3) As 二 0,|az| 天 0, 标 准 方程 zf 十 飞 一 1 二 0, 椭 圆 型 , 非 退 化 ,椭圆 ; 

(4) As 过 0,|ai| 天 0, 标 准 方程 x 十 十 1 二 0, 椭 圆 型 , 非 退化 , 空 集 ( 虚 椭 圆 ); 

(5) Ass 二 0, |as | 二 0, 标 准 方程 x? 一 xz 二 0, 双 曲 型 ,退化 ,两 相交 实 直 线 ; 


(6) As 过 0.1oz| 王 0, 标 准 方程 zi 十 x 二 0, 椭 圆 型 ,退化 ,一 实 点 (两 相交 虚 直 线 ); 
(7) A;; 二 0, 1as | 二 0, 标 准 方程 x 一 1 二 0, 抛 物 型 ,退化 ,一 对 平行 实 直 线 ; 

(8) Ass= 二 0,|as | 二 0, 标 准 方程 zf 十 1==0, 抛 物 型 ,退化 , 空 集 (一 对 平行 虚 直 线 ); 
(9) Ass= 二 0, |as | 二 0, 标 准 方程 好 一 0, 抛 物 型 ,退化 ,两 直线 重合 为 一 直线 。 


例 1 将 二 次 曲线 的 方程 4z 十 4ry 十 y 十 4t 十 2y 一 48 二 0 化 成 标准 方程 ,并 写 出 所 用 


的 仿 射 坐标 变换 式 。 
解 ” 原 方程 可 写成 


(2z 十 y): 十 2(2z 十 y) 十 1 一 49 一 0， 


即 有 
(2z 十 ?十 1)2 一 49 一 0。 
作 仿 射 变换 
f 二 27 十 y 十 1， 
外 一 多 
得 
zi 一 49 一 
再 作 仿 射 变换 
过， 
| 5 
y=, 
得 到 该 二 次 曲线 的 标准 方程 为 
xz:—1=0 
所 用 的 仿 射 变换 式 为 
z= a 
2 
车 = 冯 
练 习 7 


1 求 由 两 个 成 射影 对 应 二 4 地 当 的 线束 x1 一 4s 一 0 和 zs 一 zs 一 0 所 构成 的 二 阶 曲 


线 的 方程 。 
2. 求 出 通过 下 列 5 点 的 二 阶 曲线 的 方程 .并 求 出 它 所 对 应 的 二 级 曲线 的 方程 : 
CLD — DL DD — D3; 
025 1070%, 01,0) 00, DDC I), Ca se roads 


3. 求 通过 定点 (1,0,1),(0,1,1),(0, 一 1,1) 且 以 zi 一 x3 二 0,xz 一 x3 二 0 为 切线 的 二 次 
曲线 的 方程 。 


4. 求 二 阶 和 线 并 一 2 如 十 3 一 zzs 一 0 过 点 (2,A/ ,1 ) 的 切线 的 方程。 


5. 求 二 级 曲线 4 好 十 好 一 好 一 0 在 直线 [1,2,1] 上 的 切 点 的 方程 。 

6. 设 A,B,C,P,Q,R 为 二 次 曲线 上 的 6 个 点 ,PQ 交 BC,CA,AB 于 点 E,F,G,PR 交 
BC,CA,AB 于 点 L ,M,N。 求证 : (QE,FG)=(RL,MN)。 

7. 已 知 动 点 与 一 个 简单 四 点 形 的 4 个 顶点 所 连 直线 的 交 比 是 常数 。 求 证 : 动 点 的 轨迹 
是 一 条 二 阶 曲 线 。 

8. 欧 氏 平面 上 三 角形 ASA' 的 两 顶点 A,A' 常 在 两 条 定 直线 / 及 1' 上 移动 , 且 点 S 为 定 
点 , 顶 角 S 为 定 值 。 求证: AA’ 作 成 一 条 二 阶 曲线 , 且 包 括 ! 和 /7 在 内 。 

9. 求 包含 5 条 直线 j[1,0, 一 1],g[1,2,1],r[1,2, 一 1],s[1,0,1],z[1,1,2j 的 二 级 曲 
线 的 方程 。 

10. 给 定 二 阶 曲线 上 的 6 个 点 ,可 以 产生 多 少 条 帕斯卡 线 ? 对 偶 地 ,对 于 二 级 曲线 
如 何 ? 

11. 在 内 接 于 圆 的 两 个 三 点 形 ABC 和 A'B'C' 中 , 设 AB 与 A'B' 交 于 点 P,BC 与 B'C” 
交 于 点 Q,CD 与 C'D' 交 于 点 RR, 证 明 : 三 点 P,Q.R 共 线 。 

12. 设 内 接 于 同一 个 圆 的 两 个 四 点 形 ABCD 和 A'B'C'D' 中 . 设 AB 与 A'B' 交 于 点 P， 
BC 与 B'C' 交 于 点 Q,CD 与 C'D' 交 于 点 R, 且 三 点 P,Q,R 共 线 。 证 明 : DA 与 D'A' 的 交点 
S 也 在 这 条 直线 上 。 

13. 求 下 列 各 点 关于 给 定 二 次 曲线 的 极 线 : 

(1) 点 (1,2,1) 关 于 2zi 十 4zizz* 十 6zizs 十 z3 一 0; 

(2) 点 (1, 一 1,0) 关 于 3zxi 十 5z 十 z3 十 7zizz 十 4zizs 十 5zzzs 一 03 

(3) 点 (2,1,1) 关 于 4 好 十 3zizz 一 z 一 0; 

(4) 点 (1,0) 关 于 3x? 一 6xy 十 5y? 一 47 一 6y 十 10==0; 

(5) 点 (6,4) 关 于 妇 十 3y 十 3z 一 y 一 0。 

14. 求 下 列 直线 关于 给 定 二 阶 曲 线 的 极点 : 

(1) zi 一 zz 十 3zs 一 0 关于 2z 一 3z3 一 5z3 十 6zizz 十 3zizs 十 16zrszs 一 03 

(2) zi 十 3zz 十 zs 一 0 关于 3z 十 5z 十 好 十 7zizz 十 4zizs 十 5zzzs 一 03 

(3) 3x 一 y 十 6 二 0 关于 x? 一 2xy 十 y* 一 2x 一 6y 二 0; 

(4) x 一 3 二 0 关于 2x? 一 4xy 十 y* 一 2x 十 6y 一 3 二 0; 

(5) y==0 关于 4x? 十 2xy 一 6x 一 10y 十 15 二 0。 

15. 设 四 边 形 ABCD 是 二 阶 曲线 的 内 接 四 边 形 ,XYZ 是 对 边 三 点 形 。 求 证 : 点 B,C 
处 的 切线 交 在 直线 YZ 上 ,点 A.D 处 的 切线 也 交 在 直线 YZ 上 。 

16. 若 两 条 非 退 化 二 阶 曲线 相交 于 4 点 .求证 两 条 曲线 的 方程 可 以 写成 : 


az 十 az 太 十 as 好 一 0 (aiazas 天 0) 和 bx? 二 bzxi 十 bax3 二 0 (bibzbs #0)。 


所 有 


及 其 


件 是 


准 方 


表示 


17. 求 下 列 二 阶 曲 线 的 矩阵 的 秩 , 若 曲线 是 退化 的 , 求 出 奇异 点 。 

(1) 2 好 一 奢 十 5 妇 一 zizz 一 4zzzs 十 7zsTi 一 0 

(2) 2zi 十 3z 一 xz 十 zizz 十 2zozs 一 Z3z1 一 0 

(3) 好 十 4z 十 4z 一 4zizz 一 8zrzzs 十 4zrszl 一 0。 

18. 求证 : 二 阶 曲线 上 一 点 是 奇异 点 的 充 要 条 件 是 它 与 曲线 上 任何 点 所 连 的 直线 上 的 
点 都 在 该 曲线 上 。 

19. 将 下 列 二 阶 曲线 的 方程 化 成 标准 方程 ,并 写 出 所 用 射影 变换 : 

(1) 2xf+zx$+3zxi—4zrizst+6rrs—4drsr—=0; 

(2) zizz 十 zzzs 十 zszl 一 03 

(3) 好 十 4z8 十 9z 十 4zlzz 十 12zazs 十 6zszl 一 03 

(4) 4 好 十 15z8 一 5z3 十 16zizs 一 22zzzs 一 8zszl 一 0。 

20. 判断 二 次 曲线 zizz 十 zzzs 十 zaz 二 0 的 类 型 , 求 出 中 心 ,并 求 过 点 (0,1,1) 的 直径 
共 红 直径 。 


21. 证 明 : 两 条 直线 p,q 关于 非 退 化 二 阶 曲线 >》) aszxiz; 一 0 为 共 绒 直线 的 充 要 条 


b=1 


au Qi2 413 91 
dz21l Q2 Q23 92 
a3l dad32 Q3 qa 
bp: p: ps 0 
22. 在 仿 射 平面 上 ,判断 下 列 方程 所 表示 的 二 次 曲线 的 类 型 ,并 求 出 将 下 列 方程 化 为 标 


程 的 仿 射 变换 。 
(1) z2: 十 2zy 一 2y 一 6z 一 2y 十 9 一 0; (2) 妇 一 27zy 十 2 光一 4y 十 3 一 0 
(3) z2 十 2xy 十 2Y% 一 6z 十 2y 十 15 一 0; (4) 4z2 十 4zy 十 % 十 4z 十 2y 一 48 一 0。 


23. 证 明 : 在 仿 射 坐标 系 下 ,方程 


(ax +By +7):+2Cpr+ay +r) = 0, E ?>。 


一 条 抛物 线 。 


第 三 部 分 
“大 学 几何 ”与 
“中 学 几 何 39 


第 8 重 
“大 学 几何 "对 “中 学 几何 ”的 指导 意义 


此 处 的 "大 学 几何 ” 泛 指 高 等 师范 院 校 数学 系 本 科 生 所 学 的 几何 ,包括 : 空间 解析 几何 、 
向 量 空间 与 向 量 代数 、 向 量 分 析 、 几 何 基 础 ,射影 几何 、 微 分 几何 以 及 拓扑 学 等 课程 。 现 阶段 
的 “中 学 几何 ” 则 主要 包括 : 度量 几何 、 变 换 几 何 、 几 何 基 础 及 复数 几何 ,甚至 还 出 现 了 “拓扑 
学 ”的 内 容 , 与 原来 所 说 的 “初等 几何 "是 有 很 大 区 别 的 。 中 学 数学 教材 中 几何 内 容 的 这 些 变 
化 是 中 学 教育 顺应 时 代 发 展 的 必然 结果 。 


1 中 学 几何 的 研究 内 容 及 方法 


1.1 几何 学 的 研究 对 象 及 分 类 


“几何 学 ?这 一 大 家 都 熟悉 的 名 词 , 在 很 多 书 中 并 没有 严格 的 定义 ,但 没有 人 不 明白 它 的 
含义 。 因 为 在 中 学 数学 教科 书 中 ,把 “几何 学 "解释 为 : 研究 物体 的 空间 形式 (简称 形 ) 的 数 
学 分 支 (或 学 科 )。 虽 然 这 个 解释 并 不 能 反映 几何 学 (特别 是 近 、 现 代 几 何 学 ) 的 全 部 ,但 它 是 
最 容易 被 中 学 生理 解 和 接受 的 。 因 此 可 以 说 ,几何 学 研究 的 对 象 是 “ 形 ” 和 ”与 形 有 关 的 那些 
元 素 ”。 

几何 学 是 非常 古老 的 学 科 之 一 ' 它 从 测量 土地 开始 逐渐 形成 ,经 历 了 两 千 多 年 的 漫长 岁 
月 (这 在 第 一 部 分 中 已 有 所 了 解 ), 到 目前 为 止 .已 经 发 展 成 为 一 个 庞大 的 “家 族 ”, 其 “家庭 成 
员 " 越 来 越 多 ,学 科 分 支 也 越 来 越 细 ,几何 书籍 的 名 称 更 是 种 类 繁多 、 五 花 八 门 。 对 这 个 “家 
族 成 员 ” 的 分 类 主要 有 以 下 几 个 方面 。 

1. 按 对 应 平行 公理 的 不 同 分 类 ,例如 : 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 ,其 中 非 欧 几何 又 被 分 为 


EN 


双 曲 型 几何 与 椭圆 型 几何 。 
2. 按 研 究 方法 的 不 同 分 类 .例如 : 解析 几何 、 微 分 几何 、 积 分 几何 等 。 
3. 按 研究 范围 的 不 同 分 类 ,例如 : 平面 几何 .立体 几何 ,球面 几何 等 。 
4. 按 研 究 对 象 的 不 同 分 类 ,例如 : 曲线 几何 、 曲 面 几何 等 。 
5. 按 对 应 变换 群 的 不 同 分 类 ,例如 : 欧 氏 几何 、 仿 射 几 何 、 射 影 几 何等 。 
许多 几何 学 则 按 主要 发 明 者 的 名 字 来 命名 ,如 : 欧 氏 几何 ` 罗 氏 几 何 、 黎 曼 几 何等 。 


1.2 中 学 几何 的 主要 研究 内 容 


中 学 数学 (包括 初中 与 高 中 ) 教 材 中 ,几何 一 直 以 来 都 是 非常 重要 的 内 容 , 也 是 占用 篇 幅 
较 多 的 。 从 初 一 到 高 三 , 几乎 每 个 学 年 都 有 关于 几何 的 内 容 。 这 是 因为 几何 研究 的 对 
象 一 一 图 形 的 直观 性 ,以 及 人 们 在 日 常生 活 中 对 它 的 频繁 接触 所 决定 的 。 

1. 早期 中 学 数学 教材 中 几何 内 容 的 基本 结构 

新 中 国 成 立 以 来 ,我 国 的 中 学 数学 教材 中 几何 部 分 主要 经 历 了 几 个 大 的 变化 。20 世纪 
50 年 代 基 本 沿用 前 苏联 的 教材 模式 ,几何 内 容 主要 为 平面 几何 与 立体 几何 。20 世纪 60 年 
代 初 开始 增加 平面 解析 几何 的 内 容 。 直 到 70 年 代 末 ,中 学 几何 基本 分 为 三 大 块 : 平面 几 
何 、 立 体 几 何 与 平面 解析 几何 。 其 中 平面 几何 主要 研究 基本 的 平面 直线 形 (主要 包括 线段 、 
直线 及 其 性 质 , 三 角形 及 其 性 质 , 四 边 形 及 其 性 质 ) 与 圆 等 基本 图 形 及 几何 性 质 等 。 立 体 几 
何 主要 研究 空间 直线 ,平面 及 相关 位 置 , 简 单 几何体 (基本 的 柱 、 锥 、 台 、 球 ) 及 其 体积 ,表面 积 
的 计算 等 。 平面 几何 立体 几何 两 部 分 内 容 主要 采用 “公理 法 ”一 一 定义 十 作 图 十 逻辑 推理 
的 方法 。 由 于 这 种 方法 对 作 图 与 逻辑 推理 要 求 较 高 ,给 学 生 学 习 几 何 造 成 了 一 定 的 困难 , 曾 
经 一 度 有 “几何 几何 , 磨 破 脑 党 ,先生 难 教 .学 生 难 学 "的 说 法 。 平 面 解析 几何 则 主要 是 用 代 
数 方法 研究 直线 与 圆锥 曲线 的 方程 性质 等 。 

2. 后 期 的 中 学 数学 教材 对 几何 内 容 的 改革 

从 20 世纪 80 年 代 开始 至 今 , 随 着 教学 大 纲 的 不 断 更 新 ,教育 教学 及 课程 改革 与 实践 不 
断 的 进行 ,新 的 课程 标准 (简称 “新 课 标 ”) 的 颁布 ,中 学 几何 的 内 容 及 结构 发 生 了 较 大 的 变 
化 。 一 方面 原来 的 三 大 部 分 : 平面 几何 立体 几何 与 解析 几何 的 内 容 被 拆 分 开 来 ,与 其 他 数 
学 内 容 有 机 结合 ,重新 进行 了 组 织 ,并 去 掉 了 老 教材 中 宛 长 繁琐 的 内 容 , 保 留 了 其 中 的 精华 ; 
另 一 方面 改革 后 的 教材 尽量 多 地 与 生产 生活 实际 相 联系 , 不 但 大 大 降低 了 学 生 学 习 几 何 的 
难度 ,而 且 也 提高 了 学 生 学 习 几 何 的 积极 性 。 另 外 ,后 期 数学 教材 还 在 中 学 几何 中 逐步 引入 了 
“向 量 ”“ 变 换 ”, 甚 至 “矩阵 "这样 一 些 新 的 元 素 及 对 应 方法 ,把 几何 中 一 些 原来 繁琐 的 逻辑 推 
理 转化 为 代数 运算 来 实现 ,这 在 降低 学 习 难度 的 同时 也 使 得 几何 与 代数 的 结合 关系 更 加 紧密 。 

现 阶 段 “ 中 学 几何 ”研究 的 内 容 主 要 涉及 度量 几何 、 欧 氏 几 何 与 变换 几何 的 基本 内 容 。 

(1) 度量 几何 

度量 几何 学 主要 研究 从 长 度 面积、 体积 的 定义 .计算 与 相关 性 质 ,到 可 列 可 加 测度 ,其 
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至 包含 可 将 几何 学 定量 化 的 三 角 学 与 分 形 分 数 维 数 的 计算 等 ; 中 学 几何 中 只 涉及 度量 几何 
的 最 基本 内 容 。 现 行 的 中 学 数学 教材 中 ,从 初 一 的 “图 形 认识 初步 "“ 相 交 线 与 平行 线 ”、“ 三 
角形 ”, 初 二 的 “全 等 三 角形 ”“ 四 边 形 ”, 初 三 的 “ 圆 ” 等 原来 属于 平面 几何 的 内 容 到 高 中 属于 
立体 几何 和 三 角 学 的 部 分 内 容 ,只 要 是 研究 求 长 度 、 角 度 、 面 积 .体积 等 涉及 度量 的 几何 问 
题 ,都 属于 度量 几何 学 的 范畴 。 

(2) 欧 氏 几何 

对 欧 氏 几何 ,在 第 一 部 分 中 已 经 做 了 较 详细 的 介绍 。 目 前 中 学 几何 的 大 部 分 内 容 仍 属 
于 欧 氏 几何 的 范畴 ,所 用 方法 也 是 以 公理 法 为 基础 ,直接 研究 图 形 的 性 质 。 

从 最 早 的 《原本 ?问世 ,到 不 断 地 完善 为 一 种 演绎 的 科学 体系 , 欧 氏 几 何在 几何 学 的 统治 
地 位 持续 了 两 千 多 年 ,直到 非 欧 几何 出 现 , 它 的 地 位 才 得 以 动 揪 。 但 是 欧 氏 几何 的 精髓 一 一 
公理 化 的 思想 方法 在 几何 学 中 仍然 占有 重要 的 地 位 ,而 且 它 对 后 世 的 影响 还 不 仅 限于 几何 
学 以 及 数学 方面 , 它 的 影响 甚至 超越 了 数学 的 范围 ,可 以 说 直到 现在 仍 是 数学 家 们 所 追求 的 
崇高 学 术 目 标 。 

(3) 变换 几何 

变换 几何 学 起 源 于 大 数学 家 克 莱 菌 的 "爱尔兰 根 纲领 "及 “变换 群 与 几何 学 ”的 基本 
思想 。 

“变换 群 与 几何 学 "的 基本 思想 为 : 将 变换 群 这 一 代数 概念 与 几何 学 联系 起 来 ,从 而 使 
当时 看 起 来 互 不 相干 的 几何 学 得 以 统一 ,并 依据 群 的 关系 进行 分 类 。 

中 学 几何 涉及 的 变换 主要 有 : 合同 (包括 轴 对 称 、 平 移 与 旋转 ) 变 换 , 相 似 ( 位 似 与 相似 》 
变换 , 仿 射 \ 反 演 和 简单 的 拓扑 变换 等 。 变 换 几何 的 价值 在 于 : 

@ 变换 使 几何 图 形 由 静态 转向 动态 ,使 几何 对 象 可 以 被 操作 。 如 : 轴 对 称 图 形 可 以 利 
用 "折纸 ”来 实现 。 

@ 变换 成 为 学 生 认识 图 形 的 工具 ,通过 轴 对 称 、 中 心 对 称 、 平 移 、 旋 转 、 位 似 、 相 似 、 仿 射 
等 变换 ,可 以 对 常见 的 图 形 如 : 正三 角形 ,等 腰 三 角形 、 和 矩形 ,平行 四 边 形 、 萎 形 、. 圆 等 有 更 深 
刻 的 认识 ,也 可 以 将 简单 的 基本 的 图 形 通过 变换 自然 地 过 渡 到 较 复杂 的 图 形 。 

@ 利用 变换 论证 几何 问题 ,使 一 些 复杂 的 问题 大 大 简化 。 

例如 : 三 角形 全 等 是 利用 合同 变换 实现 的 ; 等 腰 三 角形 的 性 质 , 用 对 称 性 很 容易 说 明 。 

改革 后 的 中 学 教材 ,虽然 加 强 了 变换 几何 的 内 容 .但 所 占 篇 幅 并 不 大 ,主要 是 作 分 散 处 
理 , 未 作 集 中 安排 ,也 没有 成 为 系统 ; 而 且 变 换 观点 与 传统 欧 氏 几何 观点 的 衔接 不 密切 也 不 
规范 。 在 这 部 分 内 容 的 教学 上 ,主要 依赖 数学 教师 对 教材 的 理解 ,把握 和 处 理 , 一 般 来 说 很 
难保 证 教学 效果 。 


1.3 中 学 几何 的 基本 研究 方法 


现 阶段 中 学 数学 教材 涉及 几何 的 研究 方法 主要 有 以 下 两 大 类 。 


1. 公理 化 思想 方法 (简称 公理 法 ) 

从 以 (原本 》 为 代表 的 “直观 性 公理 化 时 期 ”以 非 欧 几 何 的 发 现 为 代表 的 “思辩 性 公理 化 
时 期 ”以 希 尔 伯 特 的 4 几何 基础 ;为 代表 的 "形式 主义 公理 化 时 期 "到 以 布尔 巴 基 的 《数学 原 
本 ) 为 代表 的 “结构 主义 公理 化 时 期 ", 公 理化 思想 方法 经 历 了 漫长 的 发 展 过 程 ,至 今 在 科学 
方法 学 上 仍 有 很 强 的 示范 作用 。 

公理 法 的 基本 思想 为 : 从 某 些 基本 概念 和 基本 命题 出 发 ,依据 特定 的 演绎 规则 ,推导 出 
一 系列 定理 ,从 而 构成 一 个 演绎 系统 的 方法 。 其 中 的 基本 命题 就 是 公理 ,它们 是 已 经 被 实践 
反复 证 明 而 被 认为 不 需 证 明 的 真理 ,是 一 个 演绎 系统 的 基础 。 

公理 法 的 结构 大 体 如 下 : 

| 
给 出 定义 
公理 的 叙述 | 

在 早期 的 中 学 几何 教材 中 ,公理 法 占据 主导 地 位 ,对 逻辑 推理 的 要 求 比较 严格 ,但 学 生 
接受 起 来 则 有 较 大 难度 。 随 着 教育 的 不 断 发 展 ,公理 法 在 中 学 数学 几何 方法 的 改革 中 历经 
几 多 沉浮 ,虽然 现在 的 教材 对 欧 氏 几何 的 内 容 已 经 不 再 按 一 个 严格 的 演绎 系统 来 展现 ,也 不 
再 强调 哪些 是 公理 ,哪些 是 定理 ,但 涉及 几何 证 明 的 部 分 ,基本 上 仍 保留 了 公理 法 思想 的 演 
绎 推理 规则 。 各 章 内 容 在 具体 展开 时 ,教材 大 多 先 从 感性 材料 ,生活 实例 和 相关 背景 人 手 来 
给 出 几何 定义 ,描述 公理 ,然后 再 循序 渐进 地 导出 定理 。 这 样 做 的 目的 ,一 是 降低 学 生 对 公 
理 、 定 义理 解 的 难度 ,便于 学 生 接受 ; 二 是 尽量 多 地 与 实际 生产 生活 相 联系 ,使 学 生 学 有 
所 用 。 

2， 代 数 法 
中 学 几何 涉及 的 代数 方法 主要 有 坐标 法 与 向 量 法 两 种 。 

(1) 坐标 法 

坐标 法 一 一 通过 建立 坐标 系 ,使 几何 元 素 中 的 “点 ”对 应 为 坐标 ,“ 线 ( 面 )” 对 应 为 方程 
(组 ) ,然后 利用 代数 运算 得 到 的 结果 来 研究 几何 问题 的 方法 。 

传统 中 学 教材 中 ,坐标 法 主要 用 于 “平面 解析 几何 ”的 相关 内 容 , 且 “平面 解析 几何 ”也 只 
用 到 坐标 法 。 

坐标 法 的 关键 是 建立 适当 的 坐标 系 , 这 也 是 此 方法 的 难点 所 在 。 因 为 在 不 同 的 坐标 系 
下 ,几何 元 素 的 坐标 或 方程 是 不 同 的 ,坐标 系 的 建立 恰当 与 否 , 直 接 影响 方程 是 否 简单 ,计算 
是 否 复杂 , 太 复 杂 的 计算 会 让 学 生 失 去 解 题 的 信心 和 耐心 。 早 期 解析 几何 教材 对 坐标 系 的 
建立 及 坐标 系 变换 的 讨论 较 多 .从 而 使 学 习 难 度 较 大 。 现 在 的 教材 大 多 数 情况 下 只 用 到 标 
准 坐 标 系 ( 也 是 使 方程 最 简单 的 坐标 系 ) ,而 较 少 讨论 坐标 变换 。 但 作为 中 学 数学 教师 ,必须 
熟练 掌握 如 何 建立 恰当 的 坐标 系 和 利用 坐标 变换 化 简 方 程 的 方法 。 

(2) 向 量 法 

向 量 法 一 一 利用 向 量 及 其 运算 来 研究 问题 的 方法 。 这 是 新 教材 增加 的 内 容 。 


定理 一 一 推论 


-> | 


用 向 量 法 解决 几何 问题 的 关键 : 一 是 熟练 掌握 向 量 的 运算 ; 二 是 正确 将 几何 问题 向 
量化 。 
向 量 法 和 坐标 法 并 不 是 完全 独立 的 两 种 方法 。 因 为 在 坐标 系 下 ,“ 向 量 ”与 “坐标 ”是 一 
一 对 应 可 以 互相 转换 的 ,向 量 的 运算 也 可 以 通过 坐标 来 实现 ,在 一 般 情况 下 ,向 量 法 又 比 坐 
标 法 更 简单 .直观 。 

向 量 法 不 仅 用 于 解析 几何 内 容 , 也 用 于 平面 几何 和 立体 几何 之 中 ,甚至 在 三 角 函 数 、 不 
等 式 和 物理 中 也 有 应 用 。 

现行 中 学 教材 中 ,已 不 再 按 平面 几何 、 立 体 几何 与 解析 几何 来 划分 几何 内 容 ,而 是 将 这 
些 内 容重 新 分 块 ,并 与 代数 ,三 角 函 数 等 其 他 数学 内 容 有 机 结合 在 一 起 ,形成 一 种 “模块 式 结 
构 ”, 并 根据 不 同 的 阶段 .不 同 的 对 象 规定 了 “ 必 学 ”与 “ 选 学 ”的 模块 。 


2 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ”的 联系 


高 等 师范 院 校 数学 专业 大 多 开设 有 “解析 几何 ”“ 微 分 几何 “几何 基础 “射影 几何 ”、 
“整体 微分 几何 ”“ 拓 扑 学 ”“ 代 数 几 何 ” 等 几何 课程 (我 们 将 它们 统称 为 “大 学 几何 ”) ,其 中 
有 些 属于 选修 课程 ,主要 是 为 能 够 进一步 深造 的 学 生 提 供 选 择 。 对 今后 从 事 中 学 数学 教师 
职业 的 学 生 而 言 , 上 面 的 多 数 几何 课程 (如 : 解析 几何 、 微 分 几何 ,几何 基础 及 射影 几何 等 ) 
是 必 不 可 少 的 ,本 教材 所 涉及 的 内 容 更 是 如 此 。 

“大 学 几何 "与 “中 学 几何 "之 间 , 既 有 直接 的 联系 ,又 有 宏观 指导 的 作用 。“ 中 学 几何 "中 
包含 的 思想 方法 ,在 “大 学 几何 ”中 不 但 都 有 涉及 ,而 且 是 对 “中 学 几何 ”的 加 深 、 扩 充 与 拓展 。 

如 “几何 基础 "是 中 学 平面 几何 与 立体 几何 内 容 中 的 公理 化 思想 方法 的 一 般 化 ,理论 
化 与 系统 化 ; 空间 解析 几何 将 中 学 平面 解析 几何 的 内 容 从 二 维 延 伸 至 三 维 ,并 且 进 行 了 一 
般 化 讨论 ,特别 是 向 量 代数 的 应 用 ,不 仅 使 内 容 进 一 步 加 深 ,还 找到 了 一 条 如 何 从 低 维 空间 
过 渡 到 高 维 空间 的 路 径 ; 射影 几何 是 对 欧 氏 几何 的 进一步 拓展 ; 而 微分 几何 ,拓扑 学 等 则 
是 用 更 新 的 方法 或 在 更 广 的 范围 来 研究 几何 。 


3 “大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”教学 的 指导 意义 


高 等 师范 生 学 习 “ 大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”的 教学 有 何 指 导 意 义 , 是 未 来 中 学 数学 教师 
应 该 明确 的 一 个 重要 问题 。 作 为 高 等 师范 院 校 的 数学 专业 ,肩负 着 培养 未 来 中 学 数学 教师 
的 重任 。 高 等 师范 院 校 数学 专业 所 开设 的 “大 学 几何 ”系列 课程 .对 于 今后 将 从 事 中 学 数学 
教学 的 准 教师 们 来 说 是 非常 重要 的 。 因 为 几何 课程 在 中 学 数学 内 容 中 占 了 相当 大 的 比例 。 
如 果 没 有 扎实 的 几何 功底 .要 想 教 好 中 学 几何 是 不 太 容易 的 。 

著名 教育 家 霍 姆 斯 基 对 教师 曾经 提 过 这 样 的 建议 :“ 应 当 在 你 所 教 的 那 门 科学 领域 里 ， 
使 学 校 教科 书 里 包含 的 那 点 科学 知识 ,对 你 来 说 ,只 不 过 是 你 入 门 时 的 常识 。 在 你 具有 的 科 


an 


学 知识 大 海中 ,你 所 教 给 学 生 的 那 部 分 基础 知识 ,只 应 当 是 沧海 中 的 一 票 !” 俗 话说 “站 
得 高 才能 看 得 远 ”;“ 教 师 要 想 使 学 生得 到 一 滴水 ,自己 必须 至 少 要 有 一 桶 水 ”也 是 这 个 

在 大 学 学 习 “ 大 学 几何 ”的 课程 ,不 光 要 学 习 其 内 容 , 了 解 其 背景 ,更 重要 的 是 学 习 其 中 
的 思想 方法 ,提升 视点 、 加 深 认 识 、 培 养 自 身 能 力 。“ 大 学 几何 ”及 其 思想 方法 可 以 加 深 * 准 教 
师 ” 们 对 “中 学 几何 ”的 理解 ,提高 他 们 对 “中 学 几何 ”的 认识 ,扩大 他 们 的 几何 视野 ,培养 其 几 
何 素养 ,锻炼 其 能 力 。 

只 有 学 好 了 “大 学 几何 ”, 才 能 对 几何 学 有 一 个 较为 全 面 的 了 解 ,才能 对 “中 学 几何 ”" 有 和 较 
深刻 的 认识 ,才能 够 站 在 更 高 的 位 置 用 更 广 的 角度 来 看 待 和 理解 “中 学 几何 ”, 也 才能 更 好 地 
驾驭 中 学 几何 课程 ,从 而 完成 好 中 学 几何 课程 的 教学 工作 。 


3.1 高 等 师范 院 校 数学 教学 改革 中 几何 课程 改革 的 重要 性 与 必要 性 


随 着 中 学 教学 改革 的 进程 不 断 深入 ,教学 改革 及 课程 改革 被 推 到 了 非 改 不 可 的 境地 。 
高 等 师范 院 校 数 学 教育 中 ,几何 课程 内 容 的 改革 与 教育 改革 又 是 历来 数学 教育 改革 的 热点 
及 争议 较 大 的 问题 。 由 于 大 学 数学 专业 新 课程 的 增加 (信息 类 、 思 想 教 育 类 、 新 的 实用 技术 
类 等 ) ,使 传统 几何 课程 的 教学 学 时 大 大 压缩 ,而 “中 学 几何 ”对 "大 学 几何 ”的 需求 则 有 增 无 
减 ,这 使 得 “大 学 几何 "到 了 必须 改革 的 时 候 。 

本 书 一 一 (几何 学 概论 ) 正 是 顺应 这 个 潮流 进行 高 等 师范 院 校 数 学 专业 几何 课程 改革 的 
为 了 满足 中 学 数学 课程 改革 对 几何 课程 的 要 求 , 我 们 将 几何 发 展 史 、 几 何 基础 与 射影 几 
何等 几 门 课程 的 重要 内 容 有 机 结合 而 设立 了 “几何 学 概论 "这 门 课程 ,为 了 配合 教学 ,特地 编 
写 了 《几何 学 概论 ) 一 书 。 其 目的 是 使 学 生 通过 对 该 课程 的 学 习 , 较 全 面 地 了 解 几 何 学 的 发 
展 概况 ,不同 几 何 分 支 的 研究 方法 ,理解 不 同 几何 学 的 基本 观点 及 思想 方法 ,并 能 用 较 高 的 
观点 去 分 析 和 处 理 中 学 几何 的 问题 。 


3.2 用 现代 数学 的 观点 看 待 “ 中 学 几何 ” 


在 现代 数学 观点 下 ,“ 几 何 ” 已 不 仅 是 研究 “ 形 " 的 数学 分 支 , 它 早已 发 展 为 一 棵 枝 繁 叶 茂 
的 大 树 并 包含 了 非常 丰富 的 内 涵 。 因 此 ,作为 中 学 数学 教师 ,对 “中 学 几何 ”应 该 有 更 加 深刻 
的 认识 。 

到 目前 为 止 ,中 学 几何 的 研究 对 象 虽然 还 是 以 具体 的 图 形 为 主 .但 已 经 或 多 或 少 地 加 入 
了 现代 数学 的 思想 。 对 中 学 数学 教师 来 说 ,如 果 不 能 很 好 地 理解 与 掌握 现代 数学 的 观点 与 
方法 ,就 不 能 很 好 地 解决 “居高临下 ”进行 教学 的 问题 ,也 不 可 能 达到 很 好 的 教学 效果 。 因 此 
我 们 认为 对 中 学 数学 教师 来 说 ,应 该 很 好 地 理解 以 下 几 个 问题 。 


1. 对 几何 的 宏观 认识 

对 几何 的 宏观 认识 ,主要 应 从 以 下 几 个 方面 。 

(1) 欧 氏 几何 与 非 欧 几 何 

从 几何 学 的 发 展 来 看 ,首先 要 搞 清 楚 的 是 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 关系 ,还 应 较 详细 地 了 
解 欧 氏 几何 的 发 展 过 程 以 及 它 的 理论 体系 。 

在 第 一 部 分 中 我 们 已 介绍 了 非 欧 几何 的 产生 及 发 展 过 程 。 这 里 主要 是 从 宏观 上 理解 欧 
氏 几 何 与 非 欧 几何 的 区 别 与 联系 。 

在 第 一 部 分 已 知 ,从 几何 学 的 理论 体系 来 看 , 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 大 部 分 (五 组 公理 
体系 中 的 前 四 组 ) 都 是 相同 的 ,这 四 组 公理 导出 的 几何 体系 称 为 绝对 几何 ; 由 于 第 五 组 公理 
( 即 平行 公理 ) 的 不 同 导出 了 不 同 的 几何 。 

比如 ,由 欧 氏 平行 公理 : 过 已 知 直 线 外 一 点 能 且 仅 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 与 
前 四 组 公理 一 起 就 导出 了 欧 氏 几何 体系 。 

将 欧 氏 平行 公理 改 为 : 过 已 知 直线 外 一 点 能 作 不 止 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 与 前 四 
组 公理 一 起 就 导出 了 非 欧 几何 中 的 双 曲 型 几何 (其 中 的 典型 代表 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 罗氏 几何 )。 

若 欧 氏 平行 公理 改 为 : 过 已 知 直线 外 一 点 不 能 作 直 线 与 已 知 直线 平行 , 即 任意 两 直线 都 相 
交 ; 与 前 四 组 公理 一 起 就 导出 了 非 欧 几何 中 的 椭圆 型 几何 (其 中 的 典型 代表 就 是 球面 几何 )。 

由 于 双 曲 型 几何 与 椭圆 型 几何 都 是 否定 了 欧 氏 平行 公理 而 导出 的 ,因此 这 两 类 几何 都 
称 为 非 欧 几何 。 

(2) 欧 氏 几何 学 的 向 量 结 构 和 度量 结构 

欧 氏 几何 与 公理 化 方法 是 中 学 几何 的 主要 研究 内 容 , 希 尔 伯 特 公理 体系 使 得 欧 氏 几何 
学 完备 化 ,但 并 没有 在 集合 论 的 基础 上 建立 起 几何 学 的 数学 结构 。 

为 建立 起 既 简 单 又 能 够 适合 几何 学 特征 的 数学 结构 ,著名 数学 家 外 尔 利用 代数 学 中 的 
向 量 空间 为 辅助 空间 ,建立 了 几何 学 的 向 量 结构 。 

对 欧 氏 几何 而 言 , 若 将 欧 氏 空间 中 的 元 素 看 作 向 量 , 它 就 可 以 构成 实数 域 上 的 向 量 空 
间 , 从 而 具有 了 向 量 结构 ; 在 此 向 量 空间 中 ,又 利用 向 量 的 内 积 来 定义 空间 的 基本 度量 一 一 
两 点 间 的 距离 ,再 利用 正 实数 系 (=* ) 作 为 辅助 结构 ,就 可 得 到 欧 氏 几何 的 度量 结构 ,使 欧 氏 
空间 成 为 度量 空间 。 因 此 欧 氏 空间 是 一 般 向 量 空间 的 加 强 。 

(3) 克 莱 茵 的 几何 统一 观 

时 在 1872 年 ,著名 的 德国 数学 家 克 莱 茵 在 他 就 任 埃 尔 朗 根 大 学 教授 时 作 了 题 为 “关于 
近代 几何 研究 的 比较 考察 ”的 报告 .在 几何 领域 内 率先 提出 了 “变换 群 与 几何 学 ”的 思想 观 
点 , 即 可 以 利用 变换 群 与 几何 学 的 关系 将 几何 学 进行 分 类 。 这 一 观点 就 是 被 后 人 称 之 为 “ 埃 
尔 朗 根 纲领 ”的 克 莱 茵 的 几何 统一 观 , 它 对 几何 学 的 发 展 起 到 了 非常 巨大 的 推动 作用 。 

(4) 微分 几何 观点 下 的 几何 统一 观 

微分 几何 是 用 微分 的 方法 来 研究 空间 的 曲线 、 曲 面 的 几何 特征 。 著 名 数学 家 高 斯 研究 
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了 曲面 的 曲率 一 一 高 斯 曲率 ,并 证 明了 高 斯 曲率 在 保 长 变换 下 的 不 变性 后 ,提出 了 将 曲面 作 
为 一 个 空间 的 思想 ,使 曲面 的 几何 特性 可 以 不 借助 外 围 空间 而 在 自身 上 进行 研究 一 一 这 就 
是 内 蕴 几 何 的 思想 。 在 曲面 上 ,对 应 平面 上 的 直线 这 一 概念 的 就 是 测 地 线 , 它 是 曲面 上 连接 
两 点 的 最 短线 。 黎 曼 将 这 一 思想 继承 与 发 展 ,把 曲面 和 曲率 的 概念 推广 到 维 流 形 上 就 形 
成 了 黎 曼 几 何 。 

在 常 曲率 曲面 中 最 常见 的 3 个 不 同类 型 的 曲面 : 平面 一 一 高 斯 曲率 恒 等 于 0; 球 
面 一 一 高 斯 曲率 恒 等 于 a(a 是 大 于 0 的 常数 ); 伪 球 面 一 一 高 斯 曲率 恒 等 于 5(5 是 小 于 0 的 
常数 )。 这 3 个 曲面 恰好 可 以 作为 三 种 几何 学 ( 欧 氏 几何 ,球面 几何 与 罗氏 几何 ) 的 研究 模 
型 。 高 斯 的 这 一 发 现 证 实 了 非 欧 几 何 的 客观 存在 ,打消 了 人 们 对 非 欧 几何 的 怀疑 ,使 得 非 欧 
几何 ( 双 曲 型 与 椭圆 型 两 类 ) 与 欧 氏 几何 真正 地 得 到 并 列 的 位 置 。 

2. 对 坐标 系 的 认识 

中 学 教材 中 ,坐标 系 是 利用 数 轴 来 定义 的 。 这 种 定义 方法 简单 .直观 ,容易 被 学 生 接受 。 
但 这 样 的 定义 有 很 大 的 局 限 性 ,最 多 定义 到 三 维 欧 氏 空间 就 无 法 进行 扩展 了 。 

在 引入 向 量 后 ,坐标 系 可 以 利用 “ 标 架 ”来 定义 ; 进一步 地 ,利用 代数 知识 , 标 架 可 以 看 
作 向 量 空间 的 基底 ,基底 是 向 量 空 间 的 最 大 线性 无 关 向 量 组 ,而 空间 任意 向 量 的 坐标 都 可 以 
由 基底 确定 。 根 据 基底 的 不 同 , 坐 标 系 又 可 分 为 : 直角 坐标 系 (基底 为 标准 正 交 基 ) ; 仿 射 
坐标 系 ( 基 底 为 仿 射 基 ); 进一步 利用 齐 次 坐标 对 仿 射 坐标 系 加 以 推广 就 可 以 得 到 射影 坐标 
系 。 由 此 可 见 ,“ 坐 标 系 ”实质 上 就 是 空间 (几何 元 素 的 集合 ) 与 数 ( 或 数组 ) 集 合 之 间 建 立 一 
一 对 应 的 中 间 “ 桥 梁 ”。 这 个 “桥梁 ”也 可 以 认为 就 是 一 种 “一 一 对 应 关系 ”。 建 立 这 种 “一 一 
对 应 关系 ”的 目的 就 是 要 把 几何 元 素 “ 坐 标 化 ”, 使 几何 问题 “代数 化 ”, 从 而 用 代数 方法 来 研 
究 几 何 问题 。 

根据 所 讨论 问题 的 不 同 ,建立 的 坐标 系 也 有 所 不 同 。 例 如 : 研究 欧 氏 几何 时 应 该 使 用 
直角 坐标 系 ,因为 直角 坐标 系 是 保 距 变 换 下 的 不 变 坐 标 系 , 适 合 研究 图 形 的 度量 性 质 ; 研究 
仿 射 几何 应 该 使 用 仿 射 坐 标 系 ,因为 仿 射 坐 标 系 是 仿 射 变换 下 的 不 变 坐 标 系 ,适合 研究 图 形 
的 仿 射 性 质 ; 而 研究 射影 几何 则 应 该 使 用 射影 坐标 系 , 因 为 射影 坐标 系 是 射影 变换 下 的 不 
变 坐标 系 , 最 适合 研究 图 形 的 射影 性 质 。 

3. 关于 直线 形 

直线 形 包括 直线 、 射 线 、 线 段 、 三 角形 .四边 形 等 ,既是 中 学 几何 研究 的 对 象 , 也 是 仿 
射 几何 、 射 影 几 何 研究 的 对 象 。 由 于 研究 的 范围 不 同 ,研究 的 内 容 也 不 尽 相 同 。 射 影 几 何 由 
于 它 的 高 度 概括 性 ,其 研究 的 结论 既 适 用 于 仿 射 几何 也 适用 于 欧 氏 几何 。 如 : 结合 性 是 射 
影 不 变性 质 , 它 也 是 仿 射 不 变性 而 且 是 初等 几何 研究 的 内 容 ; 交 比 是 最 基本 的 射影 不 变量 ， 
可 它 也 有 初等 意义 。 因 此 ,一 些 中 学 几何 问题 中 ,车 只 涉及 结合 性 时 ,用 射影 方法 解决 起 来 
会 很 简便 ; 若 与 结合 性 与 平行 性 都 有 关系 时 . 则 可 用 仿 射 方法 来 解决 ( 详 见 第 9 章 ) 。 

4. 关于 二 次 曲线 理论 

二 次 曲线 是 利用 二 次 方程 来 定义 的 平面 曲线 ,“ 中 学 几何 ”与 “大 学 几何 ”都 把 它 作 为 研 


究 的 对 象 。 

在 中 学 解析 几何 中 所 涉及 的 二 次 曲线 是 圆锥 曲线 : 椭圆 、 双 曲线 与 抛物 线 。 研 究 它们 
的 方法 都 是 利用 它们 的 直观 定义 来 求 出 标准 方程 ,然后 再 利用 标准 方程 来 讨论 它们 的 几何 
性 质 。 圆 锥 曲线 的 共同 点 之 一 是 它们 的 标准 方程 都 是 二 次 的 ; 共同 点 之 二 是 它们 都 可 以 用 
平面 截 制 圆锥 而 得 到 。 那 么 ,我 们 有 可 能 提出 下 面 的 问题 : 

问题 1: 圆锥 曲线 与 二 次 曲线 是 否 等 同 ? 

问题 2: 如 果 不 等 同 ,可 否 在 一 定 范围 内 或 一 定 条 件 下 等 同 ? 

通过 第 二 部 分 的 学 习 我 们 已 知 : 圆锥 曲线 与 二 次 曲线 一 般 情况 下 不 等 同 。 但 如 果 在 欧 
氏 几 何 范围 内 讨论 ,圆锥 曲线 与 二 次 曲线 可 以 认为 基本 上 是 等 同 的 。 因 为 由 二 次 曲线 的 度 
量 分 类 知 ; 非 退 化 的 二 次 曲线 只 有 三 种 : 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 , 每 一 种 中 又 有 大 小 与 形状 
的 区 别 ( 如 圆 和 圆 大 小 可 以 不 同 , 圆 和 椭圆 除 大 小 外 形状 也 可 不 同 ), 但 它们 都 属于 圆锥 曲 
线 ; 而 退化 的 实 二 次 曲线 就 是 直线 (平行 .相交 或 重合 ,平行 有 距离 的 区 别 , 相 交 有 不 同 夹 角 
和 交点 位 置 的 区 别 )。 除 实 线 之 外 , 欧 氏 空间 中 的 二 次 方程 对 应 的 图 形 还 有 可 能 是 虚线 。 

在 仿 射 空间 的 范围 来 讨论 二 次 曲线 ,就 只 有 按 仿 射 分 类 来 区 别 不 同 的 二 次 曲线 。 由 于 
仿 射 空间 只 保持 仿 射 性 质 不 变 , 不 能 保持 图 形 的 形状 。 按 仿 射 分 类 , 非 退 化 的 实 二 次 曲线 也 
只 有 三 种 : 椭圆 、 双 曲线 ,抛物 线 , 且 每 一 种 就 只 有 一 条 ,没有 大 小 形状 之 分 ; 退化 的 实 二 次 
曲线 也 是 直线 (平行 、 相 交 或 重合 .但 平行 没有 距离 之 分 ,相交 没有 夹 角 之 分 )。 除 实 线 之 外 ， 
仿 射 空间 中 二 次 方程 对 应 的 图 形 也 有 可 能 是 虚线 。 

在 射影 空间 的 范围 来 讨论 二 次 曲线 ,只 能 按 射影 分 类 来 区 别 不 同 的 二 次 曲线 ,由 于 射影 
空间 只 保持 射影 性 质 不 变 ,所 以 按 射影 分 类 , 非 退 化 的 实 二 次 曲线 就 只 有 一 条 ; 退化 的 实 二 
次 曲线 则 可 能 是 : 两 条 相交 实 直 线 、 一 条 二 重 实 直线 或 一 点 。 除 此 之 外 ,射影 空间 中 二 次 方 
程 对 应 的 图 形 也 可 能 是 虚 的 。 
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1. 学 习 了 本 章 后 ,你 对 中 学 几何 的 认识 是 否 有 所 提高 ?有 哪些 提高 ? 

2. 学 习 了 仿 射 几何 后 我 们 知道 ,在 仿 射 平 面 上 ,利用 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 的 关系 可 
将 非 退 化 二 次 曲线 分 为 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 三 类 ,请 用 仿 射 观点 解释 中 学 解析 几何 中 的 如 
下 问题 ， 

(1) 抛物 线 为 什么 没有 中 心 ? 

(2) 抛物 线 无 限 延 伸 时 .图 形 为 什么 沿 开口 方向 逐渐 与 对 称 轴 平 行 ? 

(3) 是 否 存 在 与 双 曲 线 的 两 支 都 相 切 的 直线 ? 

3. 作为 未 来 的 中 学 数学 教师 ,你 是 否 有 信心 教 好 中 学 几何 ?” 如 有 ,信心 源 于 何 处 ”如 
没有 ,原因 何在 ? 


第 9 章 


“大 学 几何 方法 在 "中 学 几何 "中 的 应 用 


“大 学 几何 ”所 涉及 的 方法 有 : 公理 法 (也 称 综合 法 )、 坐 标 法 、 向 量 法 、 变 换 法 、 投 影 法 、 
微分 法 等 。 公 理 法 和 坐标 法 在 中 学 几何 中 是 常用 的 ,但 中 学 教材 中 坐标 系 只 用 到 平面 直角 
坐标 系 ; 向 量 法 是 新 教材 增加 的 内 容 , 其 余 方法 在 中 学 几何 里 涉及 较 少 。 但 变换 法 和 投影 
法 对 中 学 几何 是 非常 有 用 的 ,特别 是 仿 射 和 射影 变换 方法 用 于 中 学 几何 问题 时 ,往往 可 以 使 
问题 大 大 简化 。 下 面 主要 通过 一 些 例 子 来 说 明 各 常用 几何 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 。 


1 “向 量 法 ”与 "坐标 法 ”在 中 学 几何 中 的 应 用 


向 量 在 中 学 几何 中 分 为 “平面 向 量 "与 "空间 向 量 ”, 平 面 几 何 中 用 “平面 向 量 ”, 立 体 几何 
用 “空间 向 量 ”"。 在 大 学 几何 中 平面 向 量 与 空间 向 量 都 是 向 量 ,本 身 并 没有 区 别 , 只 是 讨论 的 
范围 不 同 罢 了 。 向 量 的 应 用 涉及 向 量 的 运算 ,而 向 量 的 运算 又 可 以 利用 坐标 来 实现 ,讨论 的 
范围 不 同 ,坐标 的 个 数 就 不 一 样 ,这 时 就 有 了 平面 向 量 与 空间 向 量 的 区 别 。 

向 量 的 应 用 主要 是 利用 向 量 的 运算 ,其 中 最 能 反映 线 线 ( 面 ) 几 何 关系 的 运算 是 向 量 的 
线性 运算 .数量 积 与 向 量 积 。 其 中 : 向 量 的 线性 关系 可 以 用 来 判断 它们 是 否 共 线 或 共 面 ; 
两 向 量 数量 积 是 否 为 零 可 以 判断 两 向 量 是 否 垂直 ; 它们 的 向 量 积 是 否 为 零 向 量 则 可 以 反映 
两 向 量 是 否 平行 ( 共 线 )。 抓 住 这 些 特点 ,就 能 较 好 地 利用 向 量 来 证 明 几 何 问题 了 。 


1.1 用 向 量 法 证 明 共 点 (或 共 线 ) 问 题 


例 1 证 明 三 角形 的 三 中 线 共 点 , 且 交 点 到 三 角形 顶点 的 距离 是 它 到 对 边 中 点 距离 的 
2 倍 。 


证 法 1 设 三 角形 ABC 的 三 条 边 上 的 中 线 分 别 为 AD， 二 
BE,CF, 如 图 9-1 所 示 , 在 三 中 线 AD,BE,CF 上 各 取 一 三 等 
分 点 。 E 志 
设 0 为 AD 的 三 等 分 点 , 且 有 AG 让 一 二 人 方 ,O, 为 BE 的 


三 等 分 点 , 且 有 也 一 BO, 为 CF 的 三 等 分 点 ,是 有 C 太 一 
2 一 > 
SCE,. 
因为 D,E,F 分 别 是 BC,CA,AB 三 边 的 中 点 , 故 有 
25 = (B+AC), 访 = BA+B), 


-+B). 
> 2 一 > 2 1 > | 一 六 1 > ， 一 六 
于 是 AG 一 二 7 方 = 二 .二 (3 户 +AC) 一 于 CA 方 HTAC)， 


A0: =AB + BO; 大 + 二 防 (AB +BE)+ 


二 1 A 二 
EE i tA 3 (AB+AC) AODl。 


O, 且 点 O 到 三 顶点 的 距离 分 别 是 它 到 相应 对 边 中 点 距离 的 2 倍 。 
点 评 ”此 证 明 利用 了 三 线 所 共 点 的 特殊 性 质 : 该 点 到 顶点 的 距离 等 于 到 相应 对 边 中 点 
距离 的 2 倍 。 如 果 没 有 此 条 件 , 只 证 明 三 线 共 点 , 则 不 能 用 此 方法 ,可 改 为 如 下 证 法 。 
证 法 2 设 其 中 两 条 中 线 (不 妨 取 BE,CF ) 交 于 点 O, 如 图 9-2 所 示 , 则 有 
2A0 =AF+FO= AE+B,EFO = mFC,EO = nBB. 
因为 D,E,F 分 别 是 BC,CA,AB 三 边 的 中 点 ,所 以 


c 


5 D 太 = 计 2， 下 = 半生， 
六 = 入 半 太 = 二 
4 F B E4 
图 9-2 0= 屋 + 友 = 计 人 C+mB。 


又 因为 了 =- AZ BA+ SAC.CF cat H+ 吉 A 访 .所 以 
1 


AB +nFC a 3 AB+nAC. 


zB nCA 


AC +mEB 1 2 AC mBA L 3 AC +mAB, 


1 


1—m 


由 AB+nAC=3AC+mAB, 可 得 


Lik 
2 


人 了 2—m)AB+ (n— 


)]2E =0. 


因为 A 记 ,AC 不 共 线 ,所 以 3 一 m 一 0,n 一 3 虹 一 0。 由 此 可 以 解 出 一 于 。 又 由 


7 方 -于 CA 六 +AC) ,所 以 


20 = 于 (下 +AC) 斌 5D. 
所 以 O 在 AD 上 , 即 三 角形 的 三 中 线 交 于 点 O。 


关于 共 线 问题 ,可 以 类 似 地 用 向 量 法 解决 。 但 如 果 用 射影 几何 的 观点 来 解决 此 类 问题 
会 更 加 简单 ( 详 见 本 章 第 2 节 ) 。 


1.2 用 向 量 法 证 明 垂 直 ( 或 平行 ) 问 题 


中 学 立体 几何 中 ,一 些 有 关 垂 直 的 问题 用 向 量 法 证 明 会 非常 简单 。 用 向 量 法 证 明 垂直 
或 平行 问题 ,主要 是 利用 向 量 的 内 积 ( 即 数量 积 ) 运 算 和 外 积 运算 ( 即 向 量 积 ) 中 两 个 重要 性 
质 来 实现 的 。 这 两 个 重要 性 质 就 是 : 

两 向 量 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 内 积 为 0; 

两 向 量 互 相 平 行 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 外 积 为 0。 

1. 有 关 垂 直 问 题 举例 

例 2 线 面 垂直 判定 定理 的 向 量 证 法 。 

直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 : 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂直 , 那 
么 这 条 直线 垂直 于 这 个 平面 。 

如 图 9-3 所 示 , 已 知 : 对 于 直线 m,n 与 平面 a, 有 mCawnCawm 站 n=B, 且 lm,l|n。 

求证 : 2 |a。 

证 明 设 g 是 平面 a 内 的 任意 一 条 直线 ,又 设 直线 1,m.n.,g 上 分 别 有 非 零 向 量 : 1,m， 
n,8, 在 平面 a 内 ,由 于 m,n 不 共 线 ,所 以 g 二 Xn 十 jn, 其 中 ,ER 。 

由 ?上 mm ,Zaz ,可 得 1 。m 一 0,1。n 一 0。 于 是 

1.g=1: Go 十 im) = A mm) + pe n) =0, 

所 以 11g, 即 直线 /| g。 

由 于 g 是 平面 a 内 的 任意 一 条 直线 ,由 定义 知 :/ La。 

例 3 如 图 9-4 所 示 , 已 知 四 萎 锥 PABCD 的 底面 ABCD 是 菱形 , 且 二 PAB = 
二 PAD。 用 向 量 法 证 明 平 面 PAC | 底面 ABCD。 


上 


更 
< 
A 7? 4 
a 


4 B 


图 9-3 图 9-4 


证 明 ”因为 ACXA 户 是 平面 PAC 的 法 向 量 ,A 户 XA 广 是 底面 ABCD 的 法 向 量 ,利用 混 
合 积 的 性 质 和 双重 外 积 展开 式 有 
AB x AD). (AC x AP)= [AB xAD) xAC] .2 
= [(AB. AC AD — AD .AC) AB] .A 
= (AB . AC) CAD . AP)— AD . AC) AB . AB). 
又 因为 A . AC=|AB| . |AClcos (AB.,AC), 
AD . AP =| AD |.| AP | cos(AD.AP), 
AB .AP =| AB | .| 2P | cos (AB,AP), 
AD .AC =| AD |.| AC | cos (AB ,2AC), 
由 题 设 知人 PAB= 人 人 PAD,ABCD 又 是 萎 形 ,所 以 
COS (AB ,AC) = cos(AD ,AC), cos(AD, AP) = cos(AB ,AP), 
于 是 (ACXAP) . (ABXxAP)=0, 所 以 (ACXAP) | (ABxAD) ,mp 
平面 PAC 底面 ABCD。 


2. 有 关 平 行 问题 举例 
关于 平行 的 问题 中 , 线 线 平行 只 需 证 两 线 的 方向 向 量 平行 ; 线 面 平行 只 需 证 线 的 方向 
向 量 与 平面 的 法 向 量 垂直 ; 面 面 平行 只 需 证 两 平面 的 法 向 量 平行 。 而 两 向 量 平行 当 且 仅 当 
(1) 它 们 的 外 积 为 零 向 量 ,(2) 它 们 线性 相关 ,(3) 它 们 的 对 应 坐标 成 比例 ,三 者 之 一 成 立 。 
例 4 如 图 9-5(a) 所 示 , 已 知 直 三 棱柱 A1B1C1-ABC 中 ,BC:= A1C1,M,NN 分 别 是 
AiBi,AB 的 中 点 ,求证 : 平面 AMC1// 平 面 NBiC。 
证 明 因为 直 三 棱柱 A1B1C1-ABC 的 底面 为 等 腰 三 角形 , 且 M,N 分 别 是 底 边 A1Bi， 
AB 的 中 点 ,所 以 CMLAB CN LAB。 因 此 可 取 点 N 为 原点 建立 直角 坐标 系 如 图 9-5(b) 
所 示 。 依 题 意 得 各 坐标 如 下 : 
N(0.0,0), A(—a,0.0), C(0,c,0), Bi(a.0,h), 
M(0,0.h), CiC0scsh), AM = (a,0,h), 
MO = 060)% NE = (0 BE = (a6 —H 
若 设 平面 AMC, 与 平面 NBiC 的 法 向 量 分 别 为 m1.ns, 则 有 


区 


二 
m= AMXMC= |a 0 hl= (oh,0,ac), 
0 c 0 
i JJ 大 
nz 一 NE x BC =|a 0 人 |=( 一 只 0ac)， 
一 坊间 二 区 


所 以 向 与 ns 平行 ,由 此 得 ; 平面 AMC1// 平 面 NBiC。 
点 评 用 向 量 法 解 题 时 ,也 可 以 利用 向 量 的 坐标 。 要 证 明 两 平面 平行 ,只 需 证 它们 的 法 向 量 
平行 , 即 证 法 向 量 对 应 的 坐标 成 比例 ; 而 平面 的 法 向 量 可 用 该 平面 方位 向 量 的 向 量 积 来 表示 。 


1.3 有 关 夫 角 或 距离 问题 的 例子 


例 5 如 图 9-6 所 示 , 已 知 直线 /与 平面 a 内 的 三 条 共 点 直线 所 成 的 角 相 等 。 求 证 : /La。 
证 明 设 平面 a 内 的 三 条 共 点 直线 分 别 为 a .6b.c, 交 点 为 O。 依 题 意 并 由 数量 积 的 定义 
可 知 
le.a=|il|l.|al|cosb, 1.b=|1|.|b|cosb, le.c=|1|.|e | coso, 
其 中 a,b.c 分 别 为 同名 直线 对 应 的 方向 向 量 ,0 为 直线 与 三 直线 所 成 的 角 。 由 此 得 
la lb 1。a [Es 


lise 
wy Tl TT 妈 [al lal el” 
若 设 ao ,bo ,co 分 别 为 a.b,c 的 单位 向 量 , 上 式 可 化 为 
1.ao 一 1。bo 一 1。co。 (9-1) 


由 a,b,c 共 面 知 ,其 中 必 有 一 个 向 量 可 表示 为 其 余 两 个 的 线性 组 合 ,不 妨 设 co 二 Xao 十 
/bo， 且 4 十 p 关 1( 否 则 co 一 qo 与 bo 一 co 共 线 ,与 题 设 条 件 矛 盾 ) , 则 


1. co 一 1.。 (as 十 mo) 一) .ao 十 凡 。bo( 将 式 (9-1) 代入 有 ) 
一 .co 十 Meco 王 (十 /1 co。 

由 4 十 p 关 1 可 得 1* co 二 0, 所 以 Le。 

同 理 可 得 11a,116, 于 是 得 /| 平面 a。 


图 9-6 图 9-7 


例 6 已 知 ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ,E,F 分 别 是 AB,AD 的 中 点 ,GC 垂直 于 平面 
ABCD, 且 GC 二 2。 求 点 B 到 平面 GFE 的 距离 。 
解法 1 以 点 C 为 原点 CD,CB,CG 所 在 直线 为 轴 建 立 空 间 直 角 和 坐标 系 ,如 图 9-7 所 
示 , 易 证 BD// 平 面 GFE, 因 此 B 到 平面 GFE 的 距离 等 于 BD 与 AC 的 交点 O 到 平面 GFE 
的 距离 。 
过 0O 作 OM HG 于 M. 则 易 证 OM | 平面 GFE( 事 实 上 由 于 BD// EF.,OM BD, 所 以 
OM | EF) ,所 以 OM 的 长 就 是 点 B 到 平面 GFE 的 距离 。 
依 题 意 可 得 H(3,3.0),G(0,0,2),O(2,2,0) ,于 是 
FB = (3,3,—2), 60 = (2,2,—2). 
若 设 GMM=4G 这 (0<4 二 1), 则 
OV = GM—60 =X(3,3,—2)— (2,2,—2) = (34—2,34—2,—24++2)。 
又 OM G 疗 =0, 所 以 
3(34 一 2) 十 3(34 一 2) 一 2(24 十 2) == 0， 


= = 总 和: 生 MIOM|=—2— i 
解 之 得 二 了 * 故 OM 二 (谋生 "并 "所 以 10 防 | 二 于 * 即 点 B 到 平面 EFG 的 距离 
2 


解法 2 车 建立 坐标 系 如 图 9-8 所 示 , 则 依 题 意 有 F(4,2,0),E(2,4,0),G(0,0,2), 从 
而 G 六 = (4,2, 一 2),G 记 =(2.4, 一 2)。 若 设 平面 GEF 的 法 向 量 为 n, 则 
i jj k 
4 2 多 
器 关 一 时 


n= GF XGE 


(4,4,12) = 4(1,1,3), 


A(4,4,0) E(2.4,0) 
图 9-8 
其 单位 法 向 量 为 
n Chalany (二 
"Ta /TT 11 WII 入 
因为 了 = (0, 一 4,2) ,所 以 
1 3 一 4 6 2 
4 = 了 .nm=(0, 一 4,2) 。 = + 5 
(sm TT 硬 ) Vi vA wl 


d 就 是 点 B 到 平面 EFG 的 距离 。 
1.4 有 关 面 积 、 体 积 问题 的 例子 


利用 向 量 法 求 面积 ,体积 ,主要 是 利用 向 量 代数 中 的 两 个 公式 : 

GD AABC 的 面积 = 去 |A 访 XAC|. 

车 A,B,C 的 坐标 分 别 为 (za,ya),(zsyys),(Czcyyc), 则 AAABC 的 面积 为 
ZA ya 1 

广 1 态 xAC1= 二 a 1|| 
zc yc 1 


(2) 四 面体 ABCD 的 体积 = 二 |1(A 访 ,AC,AD5) | 一 十 (ABXAC) . A5. 


车 A,B,C.D 的 坐标 分 别 为 (za .yaz4),…,(zp,yp，zp), 则 四 面体 ABCD 的 体积 为 


1 一 -二 一 -二 一 一 和 .是 
言 1 0456,4C,4D5) 1= 言 | 


xzp yp zp 1 
对 平面 多 边 形 ,可 以 将 其 内 部 划分 为 若干 个 三 角形 ,利用 三 角形 的 面积 来 求 其 面积 。 由 
于 多 边 形 有 凸凹 之 分 ,还 可 能 有 空洞 (如 图 9-9 所 示 : 其 中 (a) 是 凸 多 边 形 ; (b) 是 凹 多 边 


形 ; 而 (c) 则 是 有 空洞 的 多 边 形 , 实 线 表示 多 边 形 的 边界 ) 。 这 就 发 生 两 个 问题 : 一 是 要 分 辨 
出 多 边 形 的 内 部 和 外 部 ; 二 是 如 何 划 分 三 角形 ,使 多 边 形 面积 可 以 表示 为 这 些 三 角形 面积 
之 和 。 这 需要 对 多 边 形 进行 判断 。 


(a) (0) 


图 9-9 


第 一 个 问题 比较 好 办 : 确定 一 个 方向 ,从 平面 上 点 了 沿 定 方向 的 射线 与 多 边 形 边 的 交 
点 个 数 ( 当 交 点 恰 为 多 边 形 顶 点 , 且 两 边 又 在 射线 同 侧 时 ,交点 算 两 个 ) 为 奇数 时 ,P 为 多 边 
形 的 内 部 点 。 所 有 内 部 点 的 集合 为 多 边 形 的 内 部 。 

第 二 个 问题 如 何 划分 成 三 角形 : 一 般 是 找 一 个 内 点 0, 使 其 与 各 顶点 相连 接 将 多 边 形 
内 部 划分 为 若干 个 三 角形 。 

若是 凸 多 边 形 (图 形 在 任意 边 所 在 直线 的 同一 侧 ) ,图 9-9(a) 问 题 较 简单 。 只 需 在 其 内 
部 取 一 点 与 每 个 顶点 依次 相连 即 可 将 多 边 形 分 为 若干 个 三 角形 ,而 多 边 形 面积 就 是 这 些 三 
角形 面积 之 和 。 

若是 非 凸 多 边 形 (至 少 存在 一 条 边 ,使 图 形 在 该 边 所 在 直线 的 两 侧 。 如 图 9-9 中 (b)， 
(c) 所 示 ) ,问题 会 较 复 杂 。 如 图 9-9 中 (ce) ,无 论 怎样 取 点 与 顶点 相连 ,都 不 能 将 多 边 形 的 面 
积 表示 为 所 连 成 的 三 角形 (所 取 点 与 多 边 形 顶 点 构成 的 所 有 三 角形 ) 的 面积 之 和 。 其 原因 就 
是 三 角形 的 面积 总 是 正 值 。 

如 果 考 虑 三 角形 的 有 向 面积 , 即 按 三 角形 顶点 的 顺序 ,着 时 针 时 面积 为 正 , 顺 时 针 时 面 
积 为 负 , 则 不 论 多 边 形 是 哪 种 类 型 ,都 可 以 将 其 面积 表示 为 一 些 三 角形 有 向 面积 的 代数 和 。 

一 般 地 ,对 任意 nn 边 形 A1A。…A,-1A,, 若 选择 O 点 与 各 顶点 相连 得 若干 三 角形 : 
人 0A1As:, 人 OAsAs3,…, 信 OA,-1A,, 信 0A,A1; 记 它 们 的 有 向 面积 分 别 为 : (OA1As)， 
(OAsAs),…,(OAs-1A,),(OA,A1). 则 多 边 形 A1A。…A,-1A， 的 面积 等 于 所 有 三 角形 有 向 
面积 的 总 和 , 即 


Spws 一 (OAAaD)， 其 中 Am 一 A。 
车 设 A; 的 坐标 为 (zi;.yi) ,i 二 1.2,…,n,0O 的 坐标 为 (zo,yo), 则 有 


zo yo 1 


(OAiAin) 一 也 


| | 


Za ym 1 


I 


例 7 如 图 9-10, 多 边 形 A1A:AsAsAsAsAr( 其 中 As 与 As 重合 ) ,各 顶点 的 坐标 如 下 : 
A AsC—15—1): Mo AyC2s2), Ast3sl)s An(230)s AnCSaly)s 
求 多 边 形 的 面积 S。 


解 ” 依 题 意 多 边 形 面 积 可 以 表示 为 
S=(OA1Az) + (OAzA3) + + (0A1A) 


0 0 1 0 ® 1 0 0 1 
= 立 3 娄 Wt 
一 和 = 2 0 1 2 2 1 


As(A6) 


图 9-10 


对 于 空间 多 面体 可 以 按 类 似 的 方法 求 体积 ,不 过 问题 会 比 平面 复杂 得 多 ,计算 量 也 较 大 。 
从 上 述 例子 可 以 看 出 : 向 量 法 与 坐标 法 是 相通 的 ,两 种 方法 可 兼顾 使 用 。 一 般 来 说 , 定 
性 的 问题 ,用 向 量 法 直接 可 以 解决 .而 定量 的 问题 则 通常 将 向 量 再 转换 为 坐标 计算 。 


2 仿 射 及 射影 几何 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


2.1 份 射 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


在 初等 几何 中 ,大 量 的 命题 都 离 不 开 仿 射 性 质 ( 即 不 涉及 距离 .角度 等 度量 问题 的 性 
质 ) 。 利 用 仿 射 性 ,有 的 问题 可 以 变 得 非常 简单 。 

例 1 如 图 9-11(a) 所 示 , 平 行 四 边 形 ABCD 中 ,E,F 分 别 是 DC, BC 的 中 点 ,连接 
AE,BE, 与 DF 分 别 交 于 P.Q 两 点 , 试 求人 EPQ 与 DABCD 的 面积 比 。 


图 9-11 


分 析 图 9-11 中 相关 性 质 皆 为 仿 射 不 变性 质 , 所 以 AEPQ 与 口 ABCD 的 面积 之 比 为 
仿 射 不 变量 ,因此 可 利用 仿 射 变换 将 口 ABCD 变 为 正方 形 如 图 9-11(b) 来 证 明 。 

解 ” 设 正方 形 ABCD 面积 为 1(1 个 单位 ), 则 人 DEQ 的 面积 是 ADCF 面积 的 三 分 之 
一 (由 ,FF 分别 是 DC,BC 边 的 中 点 可 得 人 ECQ 鱼 人 FCQ, 且 八 DQE 与 人 EQC 的 面积 相等 )， 


因此 可 求 出 其 面积 为 十 ; 同 理 可 得 ADEP 的 面积 是 AADE 面积 的 五 分 之 一 , 故 其 值 为 起 ,由 


此 可 得 


四 1 
Saera = Sapmae 一 Sepep 一 17 一 2 一 了， 
所 以 Sara : Suucp 一 而 。 


例 23 求 精 贺 扎 十 点 一 1( 其 中 < 天 护 所 围 成 图 形 的 面积 。 
解 “ 利 用 仿 射 变换 


Ts ， 于 是 D= = 
“一 二 y 站， 三 : 
>” 一面 b 


则 该 椭圆 在 下 的 仿 射 像 为 圆 zx 十 y ?二 1。 
设 本 加 和 加 的 面积 分 别 为 S 和 S'. 由 于 在 仿 射 变换 下 ,图 形 的 面积 比 科 一 D 保持 不 


变 , 故 
S= 5 = Tab 。 
点 评 ”由 上 述 例子 可 以 看 出 ,利用 仿 射 变换 证 明 几 何 题 时 ,主要 是 利用 了 图 形 的 仿 射 不 
变性 质 , 对 图 形 实施 适当 的 仿 射 变换 后 ,使 图 形 简化 ,其 证 明 过 程 就 变 得 非常 简单 了 。 
它 到 对 边 中 点 距离 的 2 倍 。 


分 析 ”此 题 前 面 已 经 用 向 量 法 证 明 过 .在 此 利用 
仿 射 坐标 系 进行 证 明 , 并 比较 一 下 不 同 证 明 方 法 的 优 
缺点 。 

证 明 设 入 ABC 的 三 边 中 点 分 别 为 D,E.,F, 以 B 
为 原点 ,F,D 分 别 为 z,y 轴 上 的 单位 点 建立 仿 射 坐标 
系 ,如 图 9-12 所 示 , 则 有 B(0,0),F(1,0),D(0,1)， 
A(0,2),E(1,1)。 依 题 意 可 得 直线 方程 分 别 为 

直线 AF; y 王 一 2z 十 2; 

直线 BE， y= 


直线 CD: y 一 一 去 < 十 1。 


| 


于 是 得 直线 AF 与 直线 BE 的 交点 坐标 为 (也, 也 )。 


同 理 可 得 ,直线 CD 与 直线 BE 的 交点 坐标 也 是 (了, 子 )。 


因此 AF,BE,CD 三 线 共 点 G, 且 该 交点 到 三 角形 顶点 的 距离 是 它 到 对 边 中 点 距离 的 2 倍 。 
点 评 本 例 的 证 明 方 法 与 向 量 法 相 比 ,可 见 此 处 的 方法 更 为 简单 ,更 容易 掌握 。 


2.2 射影 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


有 一 些 几 何 问 题 , 用 初等 方法 较 难 ,但 若 用 射影 的 观点 来 看 ,就 一 目 了 然 了 。 但 由 于 中 
学 没有 学 习 射 影 几 何 , 故 不 宜 直 接 用 射影 几何 定理 。 但 作为 中 学 数学 教师 ,应 该 学 会 用 射影 
观点 来 研究 几何 问题 。 

首先 , 按 射影 几何 的 “对 偶 原 理 ”, 射 影 命题 一 定 是 成 对 的 , 且 同 真 假 。 因 此 利用 原 有 命 
题 可 以 发 现 一 些 几 何 结论 ,如 已 有 的 定理 的 对 偶 命 题 ; 其 次 ,可 以 将 某 些 定理 加 以 推广 ,如 
关于 圆 的 某 些 相关 结论 ,对 椭圆 也 是 成 立 的 。 关 于 二 次 曲线 的 某 些 相关 定理 ,对 其 退化 情况 
(直线 形 ) 也 成 立 。 

例如 ,( 德 萨 格 定理 ) 若 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 , 则 它们 的 三 组 对 应 边 的 交 

它 的 对 偶合 题 (也 是 其 滥 命 题 ) 是 ， 车 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 它们 对 应 顶点 
的 连 线 共 点 。 

又 如 ,( 帕 普 斯 定理 ?圆锥 曲线 的 内 接 六 边 形 (可 以 自 交 ) 的 三 对 对 边 的 交点 必 共 线 。 它 
的 对 偶 定 理 是 :〈 布 利安 桑 定 理 ) 圆 锥 曲线 的 外 切 六 边 形 的 三 对 顶点 的 连 线 必 共 点 (或 互相 
平行 一 一 共 无 穷 远 点 ) 。 

下 面 是 用 射影 方法 证 明 中 学 几何 问题 举例 。 

前 面 已 经 用 向 量 法 证 明了 三 角形 的 中 线 定理 。 下 面 我 们 将 看 到 ,用 射影 法 来 证 明 此 定 


理会 更 简单 。 
例 4 如 图 9-13 所 示 : 设 三 角形 ABC 的 三 条 边 上 的 中 点 分 别 为 D,E,F, 用 射影 方法 


证 明 三 角形 的 三 条 中 线 AD,BE,CF 共 点 。 

证 明 由 三 角形 中 位 线 的 性 质 有 EF// BC,DE//AB,DF// AC, 即 EF 与 BC.DE 与 
AB 、DF 与 AC 分 别 交 于 无 穷 远 点 Q= ,R= ,P=, 即 三 点 形 DEF 与 ABC 的 三 对 对 应 边 交点 
共 无 穷 远 直线 ,由 德 萨 格 定理 可 知 , 它 们 的 对 应 顶点 的 三 条 连 线 AD,BE,CF 必 共 点 。 

例 5 如 图 9-14, 设 五 ,7 和 分 别 是 人 ABC 的 三 内 角 人 A, 人 LB, 人 LC 的 旁 切 圆 的 加 
心 ;而 和 且 TB 站 CB=A1,N BNCA=Bi, Bil 人 NBA=C, 
求证 ; Ai;,Bi,Ci 三 点 共 线 。 


CC 


图 9-13 图 9-14 


证 明 4 .BT 和 CIs 相交 于 一 点 1,T 是 和信 ABC 的 内 心 , 即 三 点 形 ABC 和 三 点 形 


共 线 。 
例 6 如 图 9-15 所 示 , 在 人 ABC 中 ,二 BAC 的 内 、 外 角 平 分 线 AM.AN 分 别 交 BC 于 


BM_BN 
点 M,N。 求 证: MC-CN: 


证 明 设 直线 AB,AC,AM,AN 分 别 为 a,b,c,d, 则 依 题 意 得 它们 的 交 比 为 
ad sin (ayc)sin A (bd) 1 


sin A (bc)sin 一 (a:d) 
由 定理 可 得 (ab,cd) 二 (BC,MN). 所 以 


BM .CN BM _ BN 
(BC .MN) CM BN 1， 即 MC = tN: 


点 评 上 面 的 例 4、 例 5 中 用 到 了 德 萨 格 定理 , 例 6 则 应 用 了 调和 共 轿 的 有 关 结 论 。 总 
的 来 说 ,从 这 些 例子 可 以 看 出 ,利用 射影 方法 证 明 几 何 问 题 主 要 是 利用 相关 的 射影 性 质 ,其 
特点 是 ,证 明 过 程 都 非常 简单 .明晰 。 


练 习 9 


1. 试用 向 量 方法 证 明 三 角 公 式 中 的 正弦 定理 和 余弦 定理 。 

2. 设 已 是 ZAOB 的 平分 线 上 一 点 ,C,D 分 别 在 角 的 两 边 0A ,OB 上 , 且 AD/ EB， 
BC/EA。 求 证 ; AC=BD。 

3. 如 图 9-16 所 示 , 设 O 为 锐角 三 角形 ABC 的 外 心 ,车 AO, BO,CO 分 别 交 对 边 于 工 ， 


M,N,R 为 DO 的 半径 ,用 向 量 法 证 明 , 直 - 十 霹 4 十 一 让。 

4. 用 向 量 法 证 明 : 若 四 面体 的 两 条 高 共 面 . 则 连接 这 两 条 高 所 含 顶点 的 楼 垂直 于 此 四 
面体 内 和 它 相 对 的 棱 。 

5. 利用 仿 射 坐标 系 证 明 : 梯形 两 腰 延 长 线 的 交点 、 两 底 的 中 点 、 两 条 对 角 线 的 交点 四 
点 共 线 。( 提 示 : 以 两 腰 交 点 为 原点 、 两 腰 所 在 直线 为 轴 建 立 仿 射 坐标 系 ) 

6. 利用 仿 射 变换 证 明 任 意 三 角形 的 三 条 中 线 所 分 成 的 六 个 小 三 角形 面积 相等 。 

7. 如 图 9-17 所 示 , 四 面体 ABCD 中 ,点 X 在 BC 上 ,一 直线 通过 X 上 且 分 别 交 AB ,AC 
于 已 ,Q, 另 一 直线 过 X 且 分 别 交 DB,DC 于 R,S。 求 证; PR,QS,AD 三 线 共 点 。( 提 示 ; 
利用 射影 几何 方法 ) 


图 9-16 


8. 如 图 9-18 所 示 : 点 C.D 内 分 .外 分 线段 AB 使 成 等 比 , 即 人 一 人 ,点 了 为 AB 外 
一 点 , 且 CPD 一 多 。 求 证; PC 和 PD 平分 LAPB 及 其 外 角 。( 提 示 : 利用 射影 对 应 及 调 


和 苍 性 ) 


HM 
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